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提 ”要 





本 学 位 论文 主要 致力 于 随机 微分 方程 概 自 守 解 的 研究 . 首先 , 我 们 引入 
了 概 自 守 随机 过 程 和 Poisson 概 自 守 的 概念 . 在 方程 系数 满足 一 定 的 条 件 时 ， 
我 们 证 明了 由 无 限 维 Lévy 噪音 驱动 的 半 线 性 随机 微分 方程 的 依 分 布 概 自 守 
解 的 存在 性 . 此外, 我 们 还 讨论 了 这 些 依 分 布 概 自 守 解 的 全 局 渐 近 稳定 性 . 
其 次 , 我 们 研究 了 Lévy 噪音 驱动 的 具有 指数 二 分 性 的 半 线 性 随机 微分 方程 ， 
证 明了 其 存在 唯一 有 界 的 依 分 布 概 自 守 解 . 最 后 , 我 们 研究 了 由 Gauss 噪音 
驱动 的 缺少 Favard 分 离 条 件 的 线性 随机 微分 方程 的 依 分 布 概 周期 解 和 依 分 
布 概 自 守 解 的 存在 性 . 






































































































































中 文摘 要 
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本 文 主要 研究 了 随机 微分 方程 的 概 自 守 解 的 存在 性 , 唯一 性 和 稳定 性 . 

















H Gauss 噪音 驱动 的 随机 微分 方程 已 经 被 大 量 学 者 广泛 应 用 于 各 











续 扰 动 的 模型 中 . 为 了 对 在 现实 世界 中 构建 的 模型 更 为 精确 的 描述 , 人 们 开 
始 研究 以 Poisson 过 程 为 驱动 的 随机 微分 方程 ; 进一步 , 研究 更 为 复杂 的 以 半 
蒜 为 驱动 的 随机 微分 方程 . Lévy 过 程 是 一 类 重要 的 半 款 , 布朗 运动 和 Poisson 
过 程 都 是 Lévy 过 程 的 特例 . 所 以 , 以 Lévy 过 程 为 驱动 的 随机 微分 方程 为 我 们 
提供 了 一 个 更 为 强大 的 模型 和 有 力 的 工具 . 当 微 分 方程 或 者 系统 被 跳跃 噪 
音 或 者 更 一 般 的 Lévy 噪音 扰动 时 ， gd gti Aaa A aa 
但 是 大 的 跳跃 的 出 现 是 否 会 破坏 概 自 守 性 是 我 们 感 兴趣 的 问题 . 第 二 章 , 我 














在 现实 世界 中 , 很 多 事物 除了 受到 连续 变化 的 噪音 干扰 , 还 可 能 受到 不 连续 
的 突 发 性 波动 干扰 , 比如 地 震 、 海 啸 、 台 风 、 金 融 危 机 、 流 行 病 爆发 等 . 带 


种 受到 连 








们 证 明了 Lévy 噪音 驱动 的 半 线 性 随机 微分 方程 的 依 分 布 概 自 守 温和 解 的 存 


在 唯一 性 和 在 均 方 意义 下 解 的 全 局 渐 近 稳定 性 . 第 三 章 , 我 们 证 明 
一 性 . 从 第 二 章 和 第 三 章 中 得 到 的 研究 结果 , 我 们 可 以 看 出 在 适当 








T Lévy We 


音 驱 动 的 具有 指数 二 分 性 的 随机 微分 方程 的 依 分 布 概 自 守 温和 解 的 存在 唯 


的 条 件 下 


大 的 跳跃 的 出 现 并 不 会 影响 概 自 守 性 . 第 四 章 , 我 们 研究 的 是 Gauss 噪音 驱 








动 的 线性 随机 微分 方程 解 的 存在 性 问题 , 证 明了 若 带 有 概 自 守 ( 概 











周期 ) 系 数 


的 随机 微分 方程 存在 一 个 有 界 解 且 其 相关 齐 次 方程 的 所 有 有 界 解 都 同 宿 趋 





TE, 则 方程 至 少 有 一 个 依 分 布 的 概 自 守 ( 概 周期 ) 解 . 
下 面 我 们 对 本 文 的 主要 结果 作 以 介绍 . 














概率 空间 . CP, Hl) 表示 所 有 使 得 





卫 |7l? = | \|V?dP < oo 
2 





HEE REDL EY 构成 的 空间 , 其 范 数 定义 为 Il7ll>:= (So IY Pa)". 


在 本 文中 , HH, J FLU, |- |v) 是 两 个 实 可 分 的 Hilbert 空间 , (Q, F, P) 为 


设 L(U, H) 


表示 所 有 从 U 到 HH 的 有 界线 性 算 子 构成 的 空间 其 上 范 数 为 | lu 


1. Lévy 噪音 驱动 的 随机 微分 方程 
定义 1 随机 过 程 y :及 > LP, H) MACHER, 若 对 任意 的 se 区 ， 


lim El|Y (t) — Y(s)||? = 0. 
tos 


Fsupjer |Y (t)ll2 < 00, MAHA LA FH. 
定义 2 (1) C2- 连 续 的 随机 过 程 z :及 一 L, H) 称 为 均 方 概 自 守 , 若 对 每 
ARRI), 都 存在 一 个 子 列 {s*} 和 一 个 随机 过 程 y : R LP, H) 使 得 


im Eljx(t+s,)—y(t)|? =0 E jim Elly(t — sa) — z(t)? =0 
在 任意 的 + CR 上 都 成 立 ， 令 44(R; LP, H)) 表示 所 有 均 方 概 自 守 随机 过 
ir: R> LP, MARGES. 
(2) 函数 g : R x £2(P,H) > L(U, £2(P,H)), (t,Y) = g(t. Y) 称 为 均 方 概 自 守 , Fo 
按 下 述 意义 连续 

Ellg(t, Y) — g(t’, Y’)? uep a 一 0， RYG gi (t,Y) 时 ， 

并 且 对 任意 实数 列 {s',} MAETI sn} 和 函数 :及 xC2(P, 西 ) > L(U, L?(P,H)) 
使 得 
jim, El[g(t+sn,Y)-G(tY live) =0 且 jim Elig(t—sn, Y)=g(t, Y)liueem = 0 


在 任意 的 te 民 和 Y € £(P,H) LA Rs. 
(3) B3KF : R x £2(P,H) x U > £2(P,H), (t,Y,2) 4 F(t, Y, £) 称 为 Poisson 均 方 
MAS, 若 已 按 下 述 意 义 连续 





/ E||F(t,¥,2) — F(U,Y’,2)|?v(dz) 0 当 (t,Y’) > (t,Y) 时 , 


并 且 对 任意 实数 列 {sh} 都 存在 子 列 {s,} 和 满足 [ElF(t,Y,z)|2v(dz) < o% 的 
HAF : R x £2(P,H) x U 一 £2(P,H) 使 得 


lim [PIRE sy — F(t, Y,x)||?v(dx) = 0 
nanoo Jy 


且 
lim /al — Sm Y, £) — F(t, Y,x)|/?v(de) = 0 
wi Jy 


MIE Et ER FY € £(P,H) 上 都 成 立 . 
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我 们 考虑 如 下 Lévy 噪音 驱动 的 半 线 性 随机 微分 方程 
dY (t) =AY (t)dt + f(t, Y (t))dt + g(t, Y (t))AW (t) (1) 
+f F(t, ,Y (t-), £)Ñ (dt, dx) 
lzlv<1 


+ G(t,Y(t-),2)N(dt,dz), teR, 
lzlv>1 

这 里 4 是 在 下 上 生成 耗 散 c"- 半 群 (T(0i>o) 的 无 穷 小 生成 元 , 其 满足 
ITAI < Ke“, vt>0, (2) 


其 中 K > 0,w > 0; f : Rx L?(P, H) > L?(P,H), g : Rx L?(P, H) > L(U,£2(P,H)), 
F : R x L?(P, H) xU > L?(P,H), G : R x £2(P,H) x U > L?(P, H); W 是 Q-Wiener 
过 程 , N 是 Poisson 随机 测度 , N 是 的 补偿 Poisson 随机 测度 . wW, N AN 可 
通过 双边 Lévy WEL 经 Lévy-It6 分 解 得 到 . 

定义 3 五 -循序 可 测 随 机 过 程 {Y(t)}hier 称 为 方程 (1) 的 温和 解 , 若 其 满足 
相应 的 随机 积分 方程 





Y(t) =T(t — r)Y(r) +f T(t — s) f(s, Y (s))ds + J T(t — s)g(s, Y(s))dW(s) 
+f I, f 2 — s)F(s, Y(s—), x)N(ds, dx) 
+ ee T(t — s)G(s, Y(s—), 2) N(ds, dz), 


SEE At >r Fore R RŽ. 

定理 1 考虑 方程 (1). 设 4 生成 一 个 耗 散 C0- 半 群 使 得 (2) 成 立 , f, g 是 均 
方 概 自 守 的 , F 和 G 是 Poisson 均 方 概 自 守 的 . MEAS, g, F 和 G 是 关于 Y 满 
X Lipschitz 条 件 且 Lipschitz 常数 与 + AK, 即 对 任意 的 Y,2Z € C2(P,H) 和 t ER, 


Ellf(t.¥) — f(t, Z)|? < LEIIY — Z|, 
Ell(g(t, Y) — g(t, ZP veem < LEIY— ZIP, 


| E||F(t, Y,x) — F(t, Z,2)|[?v(dx) < LE||Y — Z|’, 
lelu <1 


J E||G(t, Y, £) — G(t, Z,x)|?v(dx) < LEY — ZI)’, 
lelu 21 


其 中 >0 为 与 t 无 关 的 常数 . 若 
142 2 i 
w fw aED 





则 (1) 存在 一 个 唯一 的 C2?- 有 界 温和 解 . 进一步 , 若 
1+2 4 1 
ot w EE 
则 这 个 唯一 C2?- 有 界 解 是 依 分布 概 自 守 的 . 
定义 4 方程 (1) 的 解 Y(t) 称 为 在 均 方 意义 下 稳定 , 若 对 任意 的 e > 0, 存 
在 > 0 使 得 当 也 ld 一 Y(0)l < 5 时 





(4) 


ElYat) -YH <e t20, 


A PYL) 表示 在 初 值 条 件 Y(0) = d 下 方程 (1) 的 解 . RY (t) 称 为 在 均 方 意义 
下 渐 近 稳定 , 若 它 在 均 方 意义 下 稳定 并 且 


lim E|lYa(t) — Y (t)||? = 0. (5) 





若 (5) 对 任意 的 de LPH) RÈ, 则 Y(t) 称 为 在 均 方 意义 下 全 局 渐 近 稳定 . 
定理 2 假设 定理 1 的 条 件 成 立 . 若 将 (3) 改 为 
1 二 20 4 1 
a wo BRED 
则 方程 (1) 的 唯一 C2- 有 界 解 是 在 均 方 意义 下 全 局 渐 近 稳定 的 . 特别 地 , 当 (4) 
成 立时 , 此 唯一 C2- 有 界 解 既是 依 分 布 概 自 守 的 亦 是 在 均 方 意义 下 全 局 渐 近 
稳定 的 . 





2. Lévy 噪音 驱动 的 具有 指数 二 分 性 的 随机 微分 方程 


定义 5 一 个 发 展 族 {U(t,s) :t > s, t,s CR} 称 为 具有 指数 二 分 性 , 若 有 
关于 + 一 致 有 界 且 强 连 续 的 投影 P(t), te RR, PRK > 1 和 w > 0 使 得 


1. P(t)U(t,s) = U(t, s)P(s); 


2. U(t, s) 的 限制 Uj(t,s) : J(s)L2(P,H) > J(t)£2(P, H) 是 可 逆 的 (我 们 可 设 U(s,t) := 
(Uy(t,8))); 


3. 对 t > s 有 |IU(t,s)P(s) < Ket, Latt < s Al|U(t,s)J(s)|| < Ket, 


其 中 ,J(s) = I — Pls). 
考虑 如 下 Lévy 噪音 驱动 的 半 线 性 随机 微分 方程 


dy(t) = A(t)Y(t)dt + f(t, Y(t))dt + g(t, Y(t))dW(t) (6) 





i <1 F(t, Y (t-), ©) N (dt, dz) 


+f G(t, Y (t—), x) N (dt, dz), teR, 
lzlv>1 





其 中 f : Rx L2(P,H) > £2(P,H), g : R x £2(P,H) > L(U, L?(P,H)), F :Rx 
L?(P,H) x U > L?(P, H), G : R x L?(P,H) x U > £2(P,H) 是 连续 函数 ; W 是 Q- 
Wiener 过 程 , N Poisson 随机 测度 , N 是 N 的 补偿 Poisson 随机 测度 . 我 们 注 
Aaw, N 入 都 可 由 双边 Lévy 过 程 经 过 Lévy-Ité6 分 解 得 到 . 
我 们 还 进行 了 以 下 假设 . 
H1) 假设 由 4(t) 生 成 的 发 展 族 {U(t,s) : t > s, t,s © R) 具有 指数 二 分 性 , 即 存 
在 投影 P(t), WALK > 1 Mw > 0 使 得 


IIU (t, s)P(s)Il 
U(t, s)J(s)|| 














Kent- Xir > 
Ket), 对 t <s, 











< 
< 


其 中 J](s) = I — P(s). 


(H2) 假设 A(t) 满足 “ Acquistapace-Terreni’ 条 件 ， U(t,s) 是 指数 二 分 的 且 R( Xo, A(-)) € 
AA(R; os P, H))). 则 对 任意 实数 列 {s'jnen , 存在 常数 5 > 0 AF FI sn }nen 
使 得 对 任意 > 0, FEN eN 有 


IU (t+ sn, 8 + sn)P(s+ sn) — U(t,s)P(s)I] < eo 
对 任意 > N Flt > s 成 立 ; mA, 对 任意 n > N 和 t < s, 有 


U(t + Sn, 5 + sn)J(s+ sn) — U (t, s)J(s)|| < ee), 


(H3) 假设 f, 9 是 均 方 概 自 守 的 ,， F，G 是 Poisson HAMA SH. WES, g, F 
FIG 关于 Y 满足 Lipschitz 条 件 且 Lipschitz 常数 与 + TK, 也 就 是 说 , 对 任 
意 的 Y, Z € LP, H) 和 te R, 存在 与 t 无 关 的 常数 L > 0 使 得 


E||f(t, Y) — f(t, Z)|? < LE|Y — Z|), 








Ell(g(t,Y) — g(t, 2)" luv cap < LEIY — ZIP, 


/ E||F (t, Y, x) — F(t, Z,2)||?u(dx) < LEIIY — ZI, 
lzlv<1 


/ E||G(¢, Y, x) — G(t, Z,z)||?v(dx) < LEIY — Z|]. 
lzlv21 


vi 


定义 6 五 -循序 可 测 随 机 过 程 {Y(i)}jieg 称 为 方程 (6) 的 温和 解 , 若 对 任意 
的 t >r For eR, 其 满足 相应 的 随机 积分 方程 


Fj = uey f UEY as + f U(t, r)g(s, Y (s))AW (s) 
U(t, r)F(s,Y (s—), £)Ñ (ds, dx 
+f f a UUDE Y Galas) 


+f fs U(t,r)G(s, Y (s—), x) N(ds, dz). 


定理 3 假设 (H1) 和 (H3) RÈ. 若 
1+ 2b 
w? 
则 (6) 有 唯一 的 C2- 有 界 温和 解 . 
定理 4 假设 (H1), (H2) 和 (H3) RÈ. 若 
1+2b 4 1 


7 = Spore 
w? w “72K27 


则 方程 (6) 的 唯一 C2- 有 界 温 和 解 是 依 分 布 概 自 守 的 . 


ae 
16K3L 





2 
w 





3. Gauss 噪音 驱动 的 线性 随机 微分 方程 


WL,(B) 表示 Banach 空间 B 上 所 有 有 界线 性 算 子 构成 的 空间 . 令 C(R, L4(R")) 
表示 所 有 连续 算 子 值 函数 4 : R> L,(R") 在 紧 开 拓扑 意义 下 构成 的 空间 . 考 
虑 下 列 Gauss 噪音 驱动 的 线性 随机 微分 方程 


dX(t) =A(t)X(t)dt + F(t)dt + g(t X(t)dW(t) + h(t)aW (t) (7) 
和 其 相关 的 齐 次 方程 
dX(t) =A(t)X (t)dt + g(t)X(t)aW (t), (8) 


其 中 4 € C(R, L,(R")), f : R > C(R, R”), g : R —> C(R,R"), h : R > C(R,R"). KR 
了 方程 (7) 和 (8) 外 , 我 们 还 可 以 考虑 方程 (7) 和 (8) 的 壳 方 程 , 也 就 是 方程 


Z(t) =B(t)Z(t)dt + f'(t)dt + g'(t)Z(t)aW (t) + h'(t)AW (t) (9) 
和 其 相关 的 齐 次 方程 


dZ(t) =B(t)Z(t)dt + g'(t)Z(t)dW (t). (10) 














vii 





这 里 (B,f',g ,WW) © H(A, f,g,h) := {(Ar, rgr hr)lr ER}, IHA, (t) := A(t +7), 
f(t) := f(t+7), g(t) := g(t+7), h(t) := h(t +7), t ER. SV := H(A, f,9,h), 
H(A, f,g,h) 上 的 移 位 动力 系统 定义 为 (V, {o1}er). 

定义 7 方程 (7) 的 解 p e LUP, R") 称 为 依 分 布 回复 性 相 容 (简称 为 依 分 布 


HAA), ENa son E Ws. 这 里 /是 p MYA, Nea son= {{tn} E R (Ain fin Itn Men 


(4, £9, h)}, Nap = {ftn} © RI Alula), 1) — OF. 

注 1 Bp 关于 a e V 是 回复 性 相 容 的 , 且 点 a 是 平稳 的 (或 者 为 r- 周 期 ， 
概 自 守 ， Levitan 概 周 期 ， 回复 , Poisson 稳定 则 点 yp 也 是 平稳 的 (或 者 为 r- 周 
期 , 概 自 守 , Levitan 概 周 期 , 回复 ,Poisson 稳定 ). 

定理 5 假设 (A,f,g,h) RA 守 的 (或 者 为 +- 周 期 ， Levitan 概 周 期 , 回复 ， 
Poisson 稳定 ). 若 下 列 条 件 成 立 : 


1. 方程 (7) 存在 一 个 C2- 有 界 解 p(t, xo, (A, f.9,h)); 


2. 当时 间 趋 于 oo 时 , 方程 (8) AR 上 的 所 有 C2- 有 界 解 趋 于 零 ， 
BP y(t,x,(A,g)) 是 C2- 有 界 解 , 则 


Te lle(t, x, (A, g))ll2 = 0. 


则 方程 (7) 存在 至 少 一 个 依 分 布 概 自 守 解 (或 者 为 7- 周 期 , Levitan 概 周 期 , 回 
复 , Poisson 稳定 ). 

推论 1 设 (4,f,g,h) 是 概 周 期 的 . 若 定 理 5 的 条 件 成 立 , 则 方程 (7) 存在 
至 少 一 个 依 分 布 概 自 守 解 . 

定义 8 方程 (7) 的 解 p E LP, R") 称 为 依 分 布 回复 性 一 致 相 容 (简称 为 
依 分布 一 致 相 容 ), FM carson CM, Hye 的 分 布 / 唯一 . 这 里 / 是 的 分 布 ， 
Misson = {tn} CR) IEEE IH Ae, fens Gens he) } ALF, Mp, = {{tn} C R| 使 
得 序列 {pu} 的 分 布 {u(tn)} ALS}. 

注 2 $e 是 关于 aey 回复 性 一 致 相 容 的 , Ho 是 平稳 的 (或 者 为 r- 周 期 ， 
回复 , 概 周期 , HAT, Poisson 稳定 ), Wo 也 是 平稳 的 (或 者 为 +- 周 期, 回复， 
概 周 期 , 概 自 守 ，Poisson 稳定 ). 

定理 6 假设 (4,f,g,h) 是 概 周 期 的 (或 者 为 7- 周 期 , 回复 ). 若 下 列 条 件 成 
EY 

1. 方程 (7) 存在 一 个 C2?- 有 界 解 p(t, zo, (A, f, 9, h)); 


2. 对 任意 的 Be H(A), 当时 间 趋 于 oo 时 , 方程 (10) AR 上 的 C2- 有 界 解 趋 于 
EE, PPB y(t, x, (B,g’)) 是 C2- 有 界 解 , 则 


re lle(t, z, (B, g'))ll2 = 0. 
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则 方程 (7) 存在 至 少 一 个 依 分 布 概 周期 解 (或 者 为 7- 周 期 , 回复 ). 
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In this paper, we attempt to investigate the existence, uniqueness and asymptotic 
stability of almost automorphic solutions for stochastic differential equations. In addi- 
tion to continuous noise, things may be affected by noise, which is not continuous in 
the real world, such as earthquakes, tsunamis, typhoons, the financial crisis and the 
outbreak of epidemics. So far, stochastic differential equation driven by Gaussian noise 
is widely applied to various continuous noise models by a large number of researchers. 
For more accurate describing reality of models, researchers began to study stochastic 
differential equations driven by Poisson processes; further, they investigate stochastic 
differential equations driven by semimartingales, which are more complex than Poisson 
processes. Lévy processes form an important class of semimartingales, and they also 
include Wiener processes and Poisson processes as important special cases. Hence, the 
stochastic differential equation driven by Lévy noise provides us with a more powerful 
model and a useful tool. When the differential equation or the system is perturbed by 
a jump process or, more generally, a Lévy process, the small size jump should affect 
slightly the almost automorphic property, but the more interesting question is whether 
the large size jump will appear to destroy almost automorphy. In Chapter 2, we prove 
the existence and uniqueness of almost automorphic in distribution mild solutions for 
semilinear stochastic differential equations driven by Lévy noise, and this solution is 


globally asymptotically stable in square-mean sense. In Chapter 3, we investigate 





the existence and uniqueness of bounded solution for semilinear stochastic differential 
equations driven by Lévy noise with exponential dichotomy. From the results of Chap- 
ters 2 and 3, we know that the large size jump will not affect the almost automorphy 
under some suitable conditions. In Chapter 4, we study the existence of solutions for 
linear stochastic differential equations driven by Gaussian noise, and prove that the 
stochastic differential equation with almost automorphic (respectively, almost period- 
ic) coefficients admits at least one almost automorphic (respectively, almost periodic) 


in distribution solution, if it admits at least one bounded solution, and all bounded 
solutions of the corresponding homogeneous equation are homoclinic to zero. 

The main results of this paper are as follows. 

Throughout this paper, we assume that (H, ||-||) and (U, |-|y) are two real separable 
Hilbert spaces, (Q, F, P) is a probability space, and the space £?(P, H) stands for the 
space of all H-valued random variables Y such that 


E|Y |)? = [wiper < ce， 


whose norm is denoted by ||¥ ||2:= (Jo |v |2aP) 1”. Let L(U,H) be the space of all 
bounded linear operators from U to H equipped with the norm || + 





lum. 


1. Stochastic differential equations driven by Lévy noise 
Definition 1 A stochastic process Y : R + L?(P, H) is said to be £2-continuous 
if for any s E R, 
lim E||Y (t) — Y (s) ||? = 0. 
tos 


It is L?-bounded if super ||Y (t)||2 < œ- 
Definition 2 (1) An L?-continuous stochastic process x : R — L?(P,H) is said 
to be square-mean almost automorphic if for every sequence of real numbers {s!,}, there 


exist a subsequence {sn} and a stochastic process y : R — L?(P,H) such that 
lim Eljx(t+s,)—y(t)|? =0 and lim Elly(t— sn) —a(t)||? = 0 
n= no 


hold for each t € R. The collection of all square-mean almost automorphic stochastic 
processes x : R — £?(P,H) is denoted by AA(R; £L?(P,H)). 

(2) A function g : R x £?(P,H) + L(U,£7(P,H)), (t,Y) 4 g(t, Y) is said to be 
square-mean almost automorphic in t € R for each Y € L?(P,H) if g is continuous in 


the following sense 
Ellg(t, Y) — g(t, Y Vice 一 0 as (t',Y') > (tY) 


and that for every sequence of real numbers {s!,} there exist a subsequence {sn} and a 
function J : R x £2(P,H) > L(U, £?(P,H)) such that 


lim Ellg(t+sn,Y)-G(t.Y)liwceem) =0 and lim Ell9(t-sn, Y)—g(t, Ylliw,2e0) =0 
n>% n=+00 


xi 


hold for each t € R and each Y € £?(P,H). 
(3) A function F : R x L?(P, H) x U > L?(P, H), (t,Y,2) =œ F(t, Y,x) is said to 
be Poisson square-mean almost automorphic in t € R for each Y € L?(P,H) if F is 


continuous in the following sense 
i EJF (t, Y, £) — F(t, Y',2)||?v(dz) +0 as (t',¥’) > (t, Y) 
u 


and that for every sequence of real numbers {s!,}, there exist a subsequence {sn} and 
a function F : R x £2(P,H) x U > £2(P,H) with Se E||F(t, Y,2)||?v(da) < œ such 
that 
lim f E||F(t + sn, Y, £) — F(t, Y, x)||?v(dx) = 0 
n>% Jy 
and 
lim | El|F(t— sn, Y, £) — F(t, Y, £)||?v (dz) = 0 
U 


了 一 oo 


for eacht € R and each Y € L?(P, H). 
Consider the following semilinear stochastic differential equations driven by Lévy 


noise 


AY (t) =AY (t)dt + f(t, Y (t))dt + g(t, Y (t))AW (t) a) 


+ j F(t, ,Y (t—), £)Ñ (dt, dx) 
lzlv<1 

+f G(t, Y (t—), £)N (dt, dz), teR, 
lzlv>1 


where A is an infinitesimal generator which generates a dissipative C°-semigroup (T (t)t>0) 
on H such that 
||T(@®|| < Ke“, Vt > 0, (2) 


with K > 0, w > 0; f : Rx £?(P,H) > £?(P,H), 9: R x £?(P,H) > L(U,£?(P,H)), 
F : R x L?(P,H) x U > £°(P,H), G :Rx £2(P,H) x U > £2(P,H); W is the Q- 
Wiener process, N is the Poisson random measure and Ñ is the compensated Poisson 
random measure of N. W, N and Ñ are the Lévy-Itô decomposition components of 
the two-sided Lévy process L. 

Definition 3 An F,-progressively measurable stochastic process {Y(t)}her is 


called a mild solution of (1) if it satisfies the corresponding stochastic integral equation 


Y(t) =T(t — r)Y (r) +f T(t — s) f(s, Y (s))ds + / T(t — s)g(s, ¥(s))dW(s) 


a 


xii 


t ~ 
+f Jat — s)F(s,Y (s—),2)N(ds, dz) 
+ f |, „ TE- 96y- Nasan), 


for allt > r and eachr E€ R. 

Theorem 1 Consider (1). Assume that A generates a dissipative C°-semigroup 
such that (2) holds, f, g are square-mean almost automorphic in t for each Y € 
£?(P,H), and F, G are Poisson square-mean almost automorphic in t € R for each 
Y € £L°(P,H). Moreover f, g, F and G satisfy Lipschitz conditions in Y uniformly 
for t, that is, for all Y,Z € L?(P,H) andt €R, 


E|lf(t,Y) — f(t, Z)|? < LEIIY — Z|), 
Ell(g(t,Y)— g(t, 2Z))Q"? veem < LEY — Z|, 


J E||F(t, Y, x) — F(t, Z,2)|?v(dx) < LEIIY — Z|’, 
|zlu<1 


J,  Blet.¥.2) - ct, 2,2))Po(ar) < LENY -ZIP 
lalu>1 


for some constant L > 0 independent of t. Then (6) has a unique L€-bounded mild 
solution, provided 
1+2 2 i ? 
wt ty IRT © 
Furthermore, this unique L?-bounded solution is almost automorphic in distribution, 
provided 





lra 8 1 
w? w ` 8K?L' 








(4) 
Definition 4 A solution Y (t) of (1) is said to be stable in square-mean sense, 
if for arbitrary e > 0, there exists 6 > 0 such that 
Elya(t) -YOP<« t20 


whenever Elld — Y (0)||? < ô, where Ya(t) stands for the solution of (2.3.1) with initial 
condition Ya(0) = d. The solution Y(t) is said to be asymptotically stable in square- 


mean sense if it is stable in square-mean sense and 


Jim B||¥a(t) — YW)? = 0. (5) 


If (5) holds for any d € L?(P, Hi), then Y (t) is said to be globally asymptotically stable 
in square-mean sense. 

Theorem 2 . Assume that the assumptions of Theorem 1 hold. Then the unique 
L?-bounded solution of (1) is globally asymptotically stable in square-mean sense if (3) 
is improved to 

14+2b 4 1 
ww ~ SKIL 
. In particular, when (4) holds, this unique L?-bounded solution is both almost auto- 





morphic in distribution and globally asymptotically stable in square-mean sense. 


2. Stochastic differential equations driven by Lévy noise with exponen- 
tial dichotomy 


Definition 5 An evolution family {U(t,s):t > s, t,s € R} is said to have an 
exponential dichotomy, if there are projectors P(t), t € R, being uniformly bounded 
and strongly continuous in t and two constants K > 1 and w > 0 such that 


1. P(t)U(t,s) = U(t,s)P(s); 


2. the restriction Uj(t, s) : J(s)L?(P,H) > J(t)L?(P,H) of U(t, s) is invertible (and 
we set U(s,t) := (Uj(t,s))~); 
3. \|U(t, s)P(s)|| < Ke“), for t > s, and ||U (t, s)J(s)|| < KE, fort < s, 
where J(s) = I — P(s). 
Consider the following semilinear stochastic differential equation driven by Lévy 
noise 
dy (t) = A(t)Y (t)dt + f(t, Y (t))dt + g(t, Y (t))dW (t) (6) 
+/ F(t, Y (t—), x) N (dt, dx) 
lelu <1 


+f G(t,Y (t-),£)N(dt,dx), teR, 
lelu 21 


where f : R x L?(P,H) > L?(P,H), g : R x L?(P,H) 一 L(U, L?(P,H)), F : 
R x L?(P, H) x U > £?(P,H), G : R x L?(P,H) x U — £2(P,H) are continuous 
functions; W is the Q-Wiener process, N is the Poisson random measure and Ñ is the 
compensated Poisson random measure of N. Note that W, N and Ñ are the Lévy-Itô 
decomposition components of the two-sided Lévy process. 

We require the following basic assumptions. 


xiv 


(H1) The evolution family {U (t, s) : t > s, t,s € R} generated by A(t) is exponential 
dichotomy, that is, there exist projector P(t), some constants K > 1 and w > 0 
such that 


IA 


lU (t, )P(s)|| 
U(t, s) J(s)|| 


Ke“), fort>s, 


Ket), fort<s, 


A 


where J(s) = I — P(s). 


(H2) Suppose A(t) satisfies the ‘ Acquistapace-Terreni’ conditions, U (t, s) is exponential 
dichotomy and R(\o, A(-)) € AA(R; L,(£2(P, H))). Then for every sequence of real 
numbers {s/,}new , there exist a constant 6 > 0 and a subsequence {Sn}nen such 
that for any € > 0, there exists an N € N such that 


[U(t + sn; $ + sn)P(s+ sn) — U(t,s)P(s)|] < ee, 
for all n > N and t > s, moreover 

IU (t+ Sn, $ + Sn) I($ + Sn) — U(t,s)J(s)|] < ee), 
for all n > N and t < s. 


(H3) Assume that f, g are square-mean almost automorphic in t for each Y € £2(P, H), 
and F, G are Poisson square-mean almost automorphic in t € R for each Y € 
L?(P,H). Moreover f, g, F and G satisfy Lipschitz conditions in Y uniformly for 
t, that is, for all Y, Z € £?(P,H) and t € R, 


E|If(t, Y) — f(t, Z)I? < LEIIY — Z|}, 
Ell(g(t,Y) - g(t, 2))Q""lliwcewmy < LEY - ZI, 


/ E|lF(t, Y, £) — F(t, Z, x)|’ v(dx) < LE||Y — Z|), 
lelu <1 


/ E||G(t, Y, x) — G(t, Z, £)|?v(dz) < LEIIY — Z||?, 
|tlv21 
for some constant L > 0 independent of t. 


Definition 6 An F,-progressively measurable stochastic process {Y (t)Jer is 
called a mild solution of (6) if it satisfies the corresponding stochastic integral equation 


Y(t) = ueo) f enyeyG)as+ f U(t, r)g(s, Y (s))AW (s) 


XV 


+f [verre Y(s—), x)N(ds, dx) 
+f Hes: U(t,r)G(s, ¥ (s-), £)N (ds, da), 


for allt >r and eachr € R. 
Theorem 3 Let (H1) and (H3) be satisfied. Then (6) has a unique L?-bounded 


mild solution, provided 
1+2b 2 1 


w tu 16KL 


Theorem 4 Let (H1), (H2) and (H3) be satisfied. Then the unique L?-bounded 
mild solution of (6) is almost automorphic in distribution, provided 
1+2b 4 1 


at to RD 








3. Linear stochastic differential equation driven by Gaussian noise 


Let L,(B) be the Banach space of all bounded linear operators on a Banach space 
B equipped with the operator norm. Let C(R, L,(R")) be the space of all continuous 
operator-valued function A : R 一 L,(R") equipped with the compact-open topology. 


Consider the following linear stochastic differential equation driven by Gaussian noise 
dX (t) =A(t)X (t)dt + f(t)dt + g(t)X (t)dW (t) + h(t)dW (t) (7) 

and the corresponding homogenenous equation 
dX(t) =A(t)X (t)dt + g(t)X (t)dW(t), (8) 


where A € C(R, Ls(R")). f : R > C(R, R”), g : R > C(R, R”), h: R > C(R,R"). 
Along with (7) and (8) we also consider the H — class of (7) and (8), which is the 
family of equations 


dZ(t) =B(t)Z(t)dt + f'(t)dt + g'(t)Z(t)AW (t) + k'(t)AW (t) (9) 
and the corresponding homogenenous equation 


dZ(t) =B(t)Z(t)dt + g'(t)Z(t)AW (t) (10) 


xvi 


with (B, f',g',h') € H(A, f,g,h) := {(Ar, fr. Gr he) |r € R}, where A,(t) := A(t +7), 
fr(t) := f(t+7), g-(t) := g(t+7), h-(t) := h(t+7) and t € R. We set V := H(A, f,g,h) 
and denote the dynamical system of shifts on H(A, f, g, h) by (V, {oz}ter)- 

Definition 7 A solution p € L?(P, R”) of (7) is called compatible in distribution 
by the character of recurrence (or simply, compatible in distribution) if Mapgn) E 
Nap, where u is the distribution of p, Nason) = {{tn} E RI(Ai,, fers Gta: hta) > 
(A, fog hy} and My, = {tn} E RDA), 一 0}- 

Remark 1 [fy is comparable with a € V by the character of recurrence, and 
a is stationary (respectively, t-periodic, almost automorphic, Levitan almost periodic, 
recurrent, Poisson stable), then so is the point y. 

Theorem 5 /f(A, f,g,h) is almost automorphic (respectively, T-periodic, Levitan 
almost periodic, recurrent, Poisson stable). Suppose that the following conditions hold: 


1. (7) admits an L?-bounded solution p(t, xo, (A, f, g, h)); 


2. all the L?-bounded solutions on R of (8) tend to zero as the time tends to oo, i.e., 


lim llet, z, (4, 9))l2 = 0 
全 -oo 
if p(t,x,(A,g)) is an L?-bounded solution. 


Then (7) admits at least one almost automorphic (respectively, t-periodic, Levitan 
almost periodic, recurrent, Poisson stable) in distribution solution. 

Corollary 1 Under the assumptions in Theorem 5, if (A, f,g,h) is almost 
periodic, then (7) admits at least one almost automorphic in distribution solution. 

Definition 8 A solution p € L?(P,R") of (7) is called uniformly compatible 
in distribution by the character of recurrence (or simply, uniformly compatible in 
distribution) if Ma fon) E My. where p is the distribution of p, Mia fgn) = {{tn} C 
R| such that the sequence {(Az,, ftn Gt,» hr,)} is convergent} and M,, = {{tn} E RI 
such that the distribution {u(tn)} of the sequence {y,,} is weakly convergent}. 

Remark 2 Ifẹ is uniformly comparable with a € V by the character of recur- 
rence, and a is stationary (respectively, T-periodic, recurrent, almost periodic, almost 
automorphic, Poisson stable), then so is the point p. 

Theorem 6 [f (A, f,g,h) is almost periodic (respectively, T-periodic, recurrent). 
Suppose that the following conditions hold: 


1. (7) admits an L?-bounded solution y(t, £o, (A, f, g, h)); 


xvii 


2. for all B € H(A) the L?-bounded solutions on R of (10) tend to zero as the time 


tends to ov, i.e., 
lim ||y(t, 2, (B,9'))|l2 = 0 
全 -oo 


if p(t,x,(B,g')) is an L?-bounded solution. 


Then (7) admits at least one almost periodic (respectively, t-periodic, recurrent) in 


distribution solution. 


Key words: 
stochastic differential equation; almost automorphy; Lévy process; exponential 


dichotomy; asymptotic stability. 
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第 一 章 #4 it 
§1.1 随机 微分 方程 


随机 微分 方程 是 在 关于 随机 过 程 的 随机 积分 理论 基础 上 发 展 起 来 的 一 
个 学 科 , 是 微分 方程 的 扩展 , 在 数学 以 外 的 很 多 领域 中 都 有 着 广泛 的 应 用 . 随 
机 微分 方程 可 用 于 对 现实 世界 中 遭受 到 噪音 干扰 的 系统 进行 建 模 . 例如 ， 
布朗 运动 驱动 的 随机 微分 方程 的 模型 , 在 现代 物理 学 、 化 学 、 控 制 系统 、 金 
融 经 济 学 、 系 统 生 物 学 等 应 用 性 学 科 中 都 很 常见 到 . 

随机 微分 方程 的 描述 最 早 是 以 布朗 运动 的 形式 ， 由 Einstein 在 1905 年 " 爱 
因 斯 坦 奇迹 年 ”( Annus Mirabilis Papers) 《根据 分 子 运 动 论 研究 静止 液体 中 
悬浮 微粒 的 运动 》 中 提出 的 . 在 1906 年 , Smoluchowski 独立 于 Einstein 也 描述 
了 布朗 运动 , 他 提出 的 方程 构成 了 随机 过 程 理论 的 重要 基础 . 随后 在 1908 年 ， 
由 Perrin 通过 实验 验证 了 他 们 提出 的 描述 布朗 运动 的 方程 . 关于 布朗 运动 的 
研究 工作 可 以 追溯 到 更 早 一 些 , 在 1900 年 Bachelier 在 他 的 论文 《投机 理论 》 
中 认为 股票 市 场 的 波动 可 以 通过 构建 一 个 随机 过 程 来 模拟 , 也 就 是 现在 的 
布朗 运动 . 关于 布朗 运动 的 随机 微分 方程 的 研究 工作 随后 由 Langevin 继续 ， 
在 1908 年 Langevin 发 展 了 布朗 运动 的 涨 落 理论 . 在 1923 年 Wiener 给 出 了 布朗 
运动 的 数学 定义 , 所 以 布朗 运动 也 被 人 们 称 为 Wiener 过 程 . 此 后 伊藤 清 完善 
了 随机 微分 方程 的 数学 基础 , 在 1951 年 伊藤 清 的 著作 《On Stochastic Differential 
Equations》 建立 了 关于 布朗 运动 的 随机 微分 方程 理论 . 

在 现实 世界 中 , 除了 遭受 到 连续 变化 的 噪音 干扰 , 还 可 能 受到 不 连续 的 
突 发 性 波动 干扰 , 比如 地 震 、 海 啸 、 台 风 、 人 金融 危机 、 流 行 病 爆 发 等 ， 为 
了 对 现实 世界 构建 的 模型 更 为 精确 的 描述 , 人 们 开始 研究 以 Poisson 过 程 为 
驱动 的 随机 微分 方程 ; 进一步 , 研究 更 为 复杂 的 以 半 著 为 驱动 的 随机 微分 方 
程 . 微分 方程 和 最 常见 的 以 布朗 运动 为 驱动 的 随机 微分 方程 都 可 以 看 成 是 
以 半 款 为 驱动 的 随机 微分 方程 的 特例 . Lévy 过 程 是 具有 平稳 独立 增 量 的 随 
机 过 程 ， 它 有 很 多 常见 的 例子 ， 比如 Wiener 过 程 ， Poisson 过 程 和 稳定 过 程 . 
Lévy 过 程 的 结构 包含 了 很 多 可 以 推广 到 更 为 广泛 的 过 程 类 的 特征 , 比如 半 
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$k, Feller-Markov 过 程 和 自 相 似 过 程 . 所 以 ， 以 Lkvy 过 程 为 驱动 的 随机 微分 方 
程 为 我 们 提供 了 一 个 更 为 强大 的 模型 和 有 力 的 工具 . 关于 Lévy 过 程 的 理论 
和 应 用 可 参见 Sato [1]; 关于 有 限 维和 无 限 维 Lévy 过 程 的 随机 微分 方程 可 分 
别 参见 Applebaum [2] 与 Peszat 和 Zabczyk [3]. 





81.2 ” 概 周期 和 概 自 守 


在 二 十 世纪 二 十 年 代 , 丹麦 数学 家 Bohr 和 美国 数学 家 Bochner 提出 了 概 
周期 函数 的 概念 . 概 周 期 描述 了 一 种 类 似 于 周期 性 振荡 的 现象 . 在 过 去 的 几 
十 年 , 众多 学 者 研究 了 概 周期 函数 的 理论 和 性 质 , 并 将 其 用 于 研究 概 周 期 微 
分 方程 , 例如 见 Amerio 和 Prouse [4], Bochner [5], Bohr [6], Favard [7,8], Fink [9], 
Johnson [10,11], Levitan 和 Zhikov [12], Miller [13], Ortega 和 Tarallo [14], Pankov [15], 
Sell [16,17], Yoshizawa [18] 等 . 概 自 守 函 数 是 概 周 期 函数 的 推广 . 概 自 守 函 数 的 
基本 性 质 和 经 典 研究 工作 , 可 参见 Bochner [19,20], Flor [21], Furstenberg 和 Weiss 
[22], Johnson [10], Markley 和 Paul [23], N’Guérékata [24], Reich [25], Terras [26,27], 
Shen 和 Yi [28,29], Veech [30-32] 等 . 通过 上 述 的 研究 我 们 知道 , 每 一 个 概 周期 点 
都 是 回复 的 ; 每 一 个 概 周 期 限 数 都 是 概 自 守 的 . 最 近 , Caraballo 和 Cheban P3 
研究 了 不 具有 Favard 分 离 性 条 件 的 线性 微分 方程 的 概 周 期 和 概 自 守 解 . 

在 二 十 世纪 四 五 十 年 代 , 随 着 日 本 数学 家 伊藤 清 建 立 关 于 布朗 运动 的 随 
机 微分 方程 理论 (可 参见 [34-37] 等 ), 随机 微分 方程 被 应 用 于 许多 领域 , 比如 
物理 、 随 机 控制 、 概 率 论 、 金 融 数学 、 生 物 学 等 . 近 几 十 年 来 , 关于 以 Gauss 
噪音 为 驱动 的 随机 微分 方程 的 概 周 期 解 和 概 自 守 解 理论 得 到 了 广泛 的 研究 . 
Halanay B 研究 了 有 限 维 线性 非 齐 次 系统 概 周 期 解 的 指数 稳定 性 和 指数 二 
分 性 之 间 的 关系 . Arnold 和 Tudor 四 对 随机 常 线性 微分 方程 在 分 布 意 义 下 的 
概 周期 解 进行 了 研究 . Tudor 1 与 Da Prato 和 Tudor |!) 研究 了 随机 发 展 方程 
在 分 布 意义 下 的 周期 和 概 周 期 解 . Bezandry 和 Diagana 244 研究 了 随机 发 展 
方程 在 均 方 意义 下 的 概 周期 解 . Fu 和 Liu 9) 引入 了 概 自 守 过 程 的 概念 并 对 随 
机 微分 方程 的 概 自 守 解 进行 了 研究 . Chang 和 他 的 合作 者 的 研究 了 随机 微 
分 方程 的 均 方 概 自 守 解 . Cao 和 他 的 合作 者 外 研究 了 随机 泛 函 微分 方程 的 
概 自 守 解 的 存在 性 和 稳定 性 . Cui 和 Yan |) 研究 了 非 自治 随机 发 展 方程 的 概 
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守 温 和 解 的 存在 性 . Du 和 他 的 合作 者 中 研究 了 具有 指数 二 分 性 的 非 自治 
随机 微分 方程 的 伪 概 自 守 解 . Kamenskii 和 他 的 合作 者 59 与 Mellah 和 Raynaud 
e Fitte P! 认为 分 布 意义 下 的 概 周期 或 概 自 守 解 是 对 随机 微分 方程 解 的 一 种 
更 为 合理 的 定义 . 最 近 ， Wang 和 Liu 52 研究 了 比 Gauss 噪音 更 为 广泛 的 Lévy 
果 音 驱动 的 随机 微分 方程 , 并 得 到 了 方程 概 周期 温和 解 的 存在 性 . 

带 有 Gauss 噪音 驱动 的 随机 微分 方程 已 经 被 大 量 学 者 广泛 应 用 于 各 种 受 
到 连续 扰动 的 模型 中 . 现在 , 人 们 开始 关注 带 有 跳跃 扰动 的 模型 在 现实 中 的 
应 用 . 因此 , 我 们 注意 到 当 微 分 方程 或 者 系统 被 跳跃 噪音 或 者 更 一 般 的 Lévy 
噪音 扰动 时 , 很 小 的 跳跃 应 该 只 会 稍微 影响 概 周 期 性 或 概 自 守 性 , 但 是 大 的 
跳跃 的 出 现 是 否 会 破坏 这 种 回复 运动 呢 ? 这 是 我 们 感 兴趣 的 问题 , 并 且 对 问 
题 的 研究 可 以 加 深 我 们 对 带 有 跳跃 扰动 的 模型 的 理解 . 













































































§1.3 ”本 文 结构 


本 文 主体 部 分 由 五 章 组 成 . 第 一 章 为 绪论 , 第 二 至 四 章 介绍 了 本 文 的 3 
ERR, 第 五 章 为 结论 . 

第 一 章 , 主要 介绍 了 论文 研究 课题 的 一 些 背 景 及 预备 知识 . 

第 二 章 , 我 们 主要 研究 了 以 Levy 噪音 为 驱动 的 随机 微分 方程 概 自 守 解 的 
存在 性 问题 . 首先 , 我 们 引入 了 概 自 守 随机 过 程 和 Poisson 概 自 守 的 概念 . 其 
次 , 我 们 证 明了 由 无 限 维 Lévy 噪音 驱动 的 半 线 性 随机 微分 方程 依 分 布 概 
守 解 的 存在 性 和 唯一 性 . 此 外 , 我 们 还 研究 了 其 解 的 全 局 渐 近 稳定 性 . 最 后 ， 
我 们 给 出 例子 来 应 用 得 到 的 结果 . 

第 三 章 , 我 们 主要 研究 了 Lévy 噪音 驱动 的 具有 指数 二 分 性 的 随机 微分 
方程 概 自 守 解 的 存在 性 问题 . 首先 , 我 们 介绍 了 指数 二 分 性 其 次 , 通过 应 
用 Banach 不 等 点 定理 , 指数 二 分 性 和 随机 分 析 的 一 些 知识 , 我 们 证 明了 方程 
有 界 解 的 存在 性 和 唯一 性 . 而 且 , 我 们 在 适当 的 条 件 下 , 可 以 得 到 此 方程 的 
唯一 有 界 解 是 依 分 布 概 自 守 的 . 最 后 , 我 们 举例 应 用 得 到 的 结果 . 

第 四 章 , 我 们 研究 的 是 带 有 概 周期 和 概 自 守 系数 的 线性 随机 微分 方程 概 
司 期 和 概 自 守 解 的 存在 性 . 首先 , 我 们 介绍 了 依 分 布 回复 性 相 容 和 一 致 相 容 
运动 . 其 次 , 我 们 证 明了 若 带 有 概 周期 ( 概 自 守 ) 系 数 的 线性 随机 微分 方程 存 
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在 一 个 有 界 解 且 其 相关 齐 次 方程 的 所 有 有 界 解 都 同 宿 趋 于 零 , 则 方程 至 少 
有 一 个 依 分 布 概 周期 ( 概 自 守 ) 解 . 最 后 , 我 们 举例 应 用 得 到 的 结果 . 

第 五 章 , 总 结 了 本 论文 所 做 的 主要 工作 及 取得 的 成 果 , 阐述 了 创新 之 处 
和 理论 价值 . 

本 论文 收录 了 作者 攻读 博士 学 位 期 间 所 撰写 的 论文 , 具体 可 参见 文 后 的 
附 表 . 由 于 作者 水 平 有 限 , 文中 难免 出 现 不 当 之 处 , 敬 请 各 位 专家 不 音 批评 
和 指正 , 万 分 感谢 ! 







































































81.4 ”预备 知识 


在 本 节 中 我 们 将 介绍 一 些 本 文中 用 到 的 背景 知识 . 
在 本 文中 , RH, ||- ||) 和 (U,|-|v) 是 两 个 实 可 分 的 Hilbert 空间 , (Q,F,P) 为 
概率 空间 , CP, u) 表示 所 有 使 得 


BY |? = J IY IPAP < oo 


的 王 值 随机 变量 Y 构成 的 空间 , 其 范 数 定义 为 |7llz:= (Ja IY PaP)'?. BEL(U, m) 
表示 所 有 从 U 到 HH 的 有 界线 性 算 子 构成 的 空间 其 上 范 数 为 | leu. 


定义 1.4.1 (c- 代 数 ) FO 上 的 丰 子 集 族 满足 下 列 条 件 , WF 称 为 0 上 的 
一 个 o- 代 数 . 


1. 0,Q€F; 
2. BACF, IJA eF, A :=90- A RA HAR; 
3. ZA Az.. E F, MULLA € F. 


定义 1.4.2 (概率 测度 和 概率 空间 ) PA) (ACF) 是 定义 在 o- 代 数 关 上 
的 实 值 集 函 数 . 若 它 满足 条 件 : . 


1. BH—AEF, 0< P(A) <1; 
2. P(Q) =1; 
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3. 若 A1, Az,... AF PERAGA, 则 有 可 列 可 加 性 : 


P(U Ax) = Yo P(A) 
k=1 k=1 


则 称 P(.) 为 上 的 概率 测度 , 简称 概率 . 三 元 总 体 (9, F, P) 称 为 概率 空间 . 


定义 1.4.3 (随机 变量 ) KO, F, P) 为 概率 空间 , (E£) 为 可 测 空间 . 称 可 
测 映射 X:Q 一 万 为 一 个 随机 变量 . 


定义 1.4.4 (数学 期 望 ) 设 X RME ZQ, F, P) 上 的 随机 变量 , 则 称 
E(X) = f xap 
为 X 的 数学 期 望 或 均值 . 
定义 1.4.5 (随机 过 程 ) 7 为 任意 非 空 指标 集 , (0,F,P) 为 概率 空间 . WR” 
值 随机 变量 族 {Xijier 称 为 一 个 随机 过 程 . 
定义 1.4.6 (随机 连续 ) 一 个 随机 过 程 X : RS LP, H) 称 为 随机 连续 , 若 
lim P(|X(t) — X (s)| > €) = 0. 
定义 1.4.7 (Wiener 过 程 ) 我 们 称 一 个 实 值 随机 过 程 W = (W(t),t > 0) 
Wiener 过 程 (或 称 为 Brown 运动 ), 若 : 
1. W(0) = 0 (a.s.); 
2. 对 任意 的 t > s > 0, W(t) — W(s) ~ N(0,t— s); 
3. W 具有 独立 平稳 增 量 , PPE EH < ti < ts <... < tn 随机 变量 W(t1)， 
W (t2) — W (ti), .-.; W (tn) 一 W(tn_1) 相互 独立 . 
定义 1.4.8 (双边 Wiener WHE) 设 W AMA Z INO, F, P, (Fier) EM 
边 Wiener 过 程 定义 为 


ix | Watt), 对 t > 0, 
Ww) = { —W2(-t), 对 t <0, 


这 里 Wi FW, 是 两 个 独立 同 分 布 的 fiener 过 程 . 
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定义 1.4.9 (Q-Wiener 过 程 ) 一 个 U- 值 随机 过 程 W(t),t > 0 称 为 O-Wiener 
WE, 若 下 列 条 件 成 立 : 


(i) W(0) = 0， 
(ii) W 具有 连续 轨道 和 独立 增 量 ， 
(iti) W(t) — W (s) ARAN (0, (t — 8)Q), t > s > 0. 
更 多 Q-Wiener 过 程 的 相关 知识 , 读者 可 参见 [53]. 


定义 1.4.10 (Lévy 过 程 ) 我 们 称 一 个 Cr- 值 随机 过 程 志 = (L(t), t > 0) 是 Lévy 
过 程 , 若 : 


1. L(0) = 0 (a.s.); 


2. 工具 有 独立 平稳 增 量 , 即 对 任意 的 0 < ti < ta <... < tn, 随机 变量 L(t1), L(t2) 一 
L(t), .--;L (tu) 一 L(t 1) 相互 独立 , LL (t;,) — L(t) 与 L(tiy1 — t:i) — L(0) A 
分 布 ; 


3. 工 是 随机 连续 的 , 即 对 任意 的 e > 0 和 任意 的 s > 0 
lim P(|L(t) = L(s)lv > €) = 0. 
定义 1.4.11 (双边 Lévy 过 程 ) L -MERHER (O, F, P, (Arica) 上 
的 双边 Lévy 过 程 ， 其 定义 为 


_ f Lilt), 对 t > 0, 
u={ -L,(-t), 对 t <0, 


其 中 三 和 Ts 是 两 个 独立 同 分 布 的 Feoy 过 程 . 


定义 1.4.12 (下 方 有 界 ) 一 个 在 U — {0} F 4 Borel 集合 B 称 为 下 方 有 界 ， 
H0¢B (B MMB). 
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定义 1.4.13 (强度 测度 ) v(-) = E(N(1,.)) 称 为 L 的 强度 测度 . 这 里 定义 


N(t, B)(w) = HO < s < t: AL(s)(w) € B} = Y xa(AL(s)(w)), 


0<s<t 
其 中 Xp RU — {0} 上 的 Borel 集合 B 的 示 性 函数 , AL(t) = L(t) - L(t-), 4 
St > 0. 


定义 1.4.14 (Poisson 随机 测度 ) N(t, B) 称 为 Poisson 随机 测度 ， 若 对 任 
Bt>0, B 是 下 方 有 界 的 . 


定义 1.4.15 (补偿 Poisson 随机 测度 ) 对 任意 的 :> 0 和 下 方 有 界 的 B, 我 
们 定义 补偿 Poisson 随机 测度 为 


N(t, B) = N(t, B) — tv(B). 


命题 1.4.1 (Lévy-It6 分 解 ) SL 是 一 个 U- 值 Lévy 过 程 , MA Aa cu, 一 
个 带 有 协 方差 算 子 Q UAB Wiener 过 程 W 和 在 R+ x (U — {0}) 上 一 个 独立 
的 Poisson 随机 测度 使 得 , 对 任意 的 :>0 有 


ZN(t, dx) +/ ZN(t dz)， (1.3.1) 


lzlu>1 


L(t) sarwo f 
其 中 六 AN 的 补偿 Poisson 随机 测度 . 
在 本 文中 ,我 们 还 有 以 下 的 假设 : 

(Al) 我 们 考虑 的 Lévy 过 程 为 UV- 值 的 . 
(A2) 我 们 考虑 的 Poisson 随机 测度 N 含有 的 强度 测度 > 满足 


[oè A Dray) < o. (1.3.2) 


(A3) 我 们 考虑 的 Wiener 过 程 是 Q-Wiener 过 程 , 其 协 方差 算 子 Q@ 满足 TrQ < co. 
注 1.4.1 由 (1.3.2), 我 们 可 以 得 到 /|,>1v(dz) < oo， 为 方便 起 见 , 在 本 文 


中 我 们 定义 


zlv>1 
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注 1.4.2 注意 到 对 于 se 及 , 在 L(t) := L(t+s)—L(s) 定义 下 的 随机 过 程 志 = 
(L(t),t ER) 也 是 一 个 与 同 分 布 的 双边 Lévy 过 程 . 特别 地 , Ys Rt, 类 似 的 
结论 也 同样 适用 于 单 边 euy 过 程 . 
定理 1.4.1 (Lebesgue 控制 收敛 定理 ) {faje 是 一 列 定义 在 4 上 的 可 
MW) Bk HI BALK SF ae, g>0 是 4 上 可 积 函 数 且 |f| <g ae. (n €R), AB 


么 
lim J ras = f fejan 
n> J 4 P 
定理 1.4.2 (Hölder 不 等 式 ) 对 正 数 p,g > 1, 1+1 =1, Lf e L, geL, 
MA fg e L, 


Jes < (furor) ae (/ tein)". 


定理 1.4.3 (Cauchy-Schwarz 不 等 式 ) 对 内 积 空间 中 任意 向 量 X 和 Y, 有 
KX Y) < IXI Y1- 
定理 1.4.4 (Banach 不 动 点 定理 ) (B, d) 为 非 空 的 完备 度量 空间 . T: 
B+ BAB EM—A BHR, 即 存在 非 负 常 数 g < 1, 使 得 对 所 有 B 内 的 x 
和 y 都 有 
d(T(x),T(y)) <q-d(z,y). 
则 映射 T 在 B 内 AER 有 一 个 不 动 点 z*， 也 就 是 Tz* = 2". 


定理 1.4.5 (Ito 等 距 ) 1. RW = (W(t),t > 0) 是 实 值 Wiener HAZ, F(t), 
t> 0 为 一 个 随机 过 程 , 则 


E (roo) | =E m Pd . 


2. 设 G = (G(t,2),t > 0zeD) 为 一 个 随机 过 程 , N 为 补偿 Poisson 随机 测度 ， 
v 为 其 相关 的 强度 测度 , 则 
=E I G(s, avdada] š 
0 JU 


以 ji G(s, z)N(ds, as) 


E 
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引 理 1.4.1 (Gronwall 引 理 ) jig :及 一 及 是 一 个 非 负 连 续 函 数 使 得 对 任 
BtcRA 


t 
g(t) < a(t) + af e419) 9(s) ds +--+ + f e*t- g(s) ds, (1.3.3) 


HP RR: ROR, ŽAL.. Ba > 0, 常数 5,...,6% > 8 其 中 6 := TB 
我 们 设 不 等 式 (1.3.3) 右边 的 积分 是 收 仇 的 . 令 5 := mimic, d;. MAE ER 
得 六 eFa(s)ds 收 伊 的 Ye (0,6 — Bl 我 们 有 


t 
g(t) < a(t) +3 f eis)a(s)ds, VEER. 


一 oo 


特别 地 , 若 a 为 常数 时 , 我 们 有 
6 


t) < a —. 
9) Sas] 


定理 1.4.6 (Tychonoff 定理 ) 任意 个 紧 致 空间 的 乘积 空间 关于 乘积 拓扑 
是 紧 致 的 . 

定义 1.4.16 (一 致 胎 紧 ) 测度 空间 上 的 5 测度 族 / 称 为 一 致 胎 紧 的 , 若 对 
任意 e > 0, EREK, CS 使 得 1(S — K.) < < 

定义 1.4.17 BONA) 假设 5 为 度量 空间 . APS) 为 所 有 定义 在 9 上 
的 概率 测度 构成 的 集 . 概率 测度 K c P(S) 集 称 为 弱 相 对 紧 的 , SK 中 任意 
列 {P,} 都 存在 弱 收 化 子 列 . 


定理 1.4.7 (Prohorov 定理 ) 假设 S$ 为 完备 可 分 的 度量 空间 . 则 概率 测 
度 集 K CP(S) 是 一 致 胎 紧 的 当 且 仅 当 K 弱 相 对 紧 . 


引 理 1.4.2 (Chebyshev 不 等 式 ) B(X, S, u) 为 度量 空间 , / 为 定义 在 X 
上 的 广义 实 值 可 测 函 数 . 则 对 任意 实数 5 > 0 


ute eX: 2 < 55 f Pan 


注 1.4.3 KF Tychonoff % #2, Prohorov 定理 和 Chebyshev 不 等 式 的 相关 内 
容 , 读者 可 分 别 参 见 [54-56]. 
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定义 1.4.18 ( 左 理想 ) 一 个 非 空子 集 7 为 半 群 E 中 左 理想 若 有 EI C17 这 
BEI := {€0n:€€ ENE}, Léon RE 和 1 的 复合 定义 如 下 : 


(€0n)(x) = E(n(a)), 对 z € X. 


注 1.4.4 


~ 


. 一 个 左 理想 称 为 最 小 左 理想 若 它 不 包含 任何 的 真 左 理想 . 
2. 半 群 E 中 元 素 u EE MARS Sv =u. 
任意 紧 半 群 中 都 包含 至 少 一 个 最 小 左 理 想 . 


. 任意 紧 半 群 中 都 包含 至 少 一 个 需 等 元 . 
更 多 最 小 左 理想 的 相关 知识 , 读者 可 参见 [51,58]. 


go 


>~ 


51 1.4.3 假设 I 为 半 群 $ 的 左 理想 . 则 下 列 等 价 关系 成 立 : 


~ 


.了 为 最 小 左 理想 ; 
MEE Me el Ale =1; 


ve 


MEE Me el ASx = 工 


Se 


第 二 章 Lévy 噪音 驱动 的 随机 微分 方程 的 概 自 守 解 








在 本 章 中 , 我 们 研究 了 以 Levy 噪音 为 驱动 的 随机 微分 方程 概 自 守 解 的 存 
在 性 问题 . 首先 , 我 们 引入 了 概 自 守 随机 过 程 和 Poisson 概 自 守 的 概念 . 其 次 
我 们 证 明了 由 无 限 维 Lévy 噪音 驱动 的 一 类 半 线 性 随机 微分 方程 的 依 分 布 概 
守 解 的 存在 性 . 此 外 , 我 们 还 研究 了 其 解 的 全 局 渐 近 稳定 性 . 

本 章 第 一 节 介绍 了 以 Levy 噪音 为 驱动 的 随机 微分 方程 ; 第 二 节 证 明了 在 
一 定 条 件 下 , 以 Lévy 噪音 为 驱动 的 随机 微分 方程 的 依 分 布 概 自 守 解 的 存在 
性 ; 第 三 节 研 究 了 方程 依 分 布 概 自 守 解 的 全 局 渐 近 稳定 性 . 第 四 节 , 我 们 给 
出 三 个 例子 来 应 用 本 章 得 到 的 结果 . 


































































































§2.1 Lévy 噪音 驱动 的 随机 微分 方程 


我 们 考虑 如 下 由 了 H- 值 随机 过 程 X 构成 的 以 Lévy 噪音 为 驱动 的 随机 微分 
方程 
dX(t) = f(t, X(t))dt + g(t, X(t))dL(), 





其 中 / 是 HH- 值 的 , L 是 一 个 U- 值 Lévy 过 程 , g 是 L(U, 了 HH)- 值 的 . 由 Levy-It 分 解 
定理 (1.3.1), 方程 可 以 写成 如 下 形式 














dX(t) = (f(t, X(t) + g(t, X(t))a)dt + g(t, X(t))dW(t) 


tf g(t, X(t—))x Ratan) +f 26X0) N (dt, dz). 


zlv> 


因此 我 们 通常 考虑 的 Lévy 噪音 下 的 随机 微分 方程 有 更 一 般 的 形式 


dX(t) = f(t, X(t))dt + g(t, X(t))dW (t) 
+ F(t, X(t—), x) N(dt, da G(t, X(t-),£) N(dt, dz), 
faa” ENE o+ f (t, X(t-), 2) N(dt, dz) 


zlv>1 


(2.1.1) 














其 中 和 G EHAE H. 
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82.2 ” 均 方 概 自 守 与 依 分 布 概 自 守 


§2.2.1 HARAT 
定义 2.2.1 随机 过 程 y :及 一 LP, H) HA CHER, 若 对 任意 的 s eR, 
lim E||Y (t) — Y(s)|? = 0. 
Fsuprer IY (tll < co, UAR A L-A F. 
注意 到 若 一 个 王 值 过 程 是 C 有 界 的 , 则 它 必 是 随机 连续 的 . 


定义 2.2.2 (1) C2- 连 续 的 随机 过 程 z : R > LP, H) 称 为 均 方 概 自 守 , 若 
对 每 一 个 实数 列 {s',}, 都 存在 一 个 子 列 {s*} 和 一 个 随机 过 程 y : 及 LP, H 
使 得 




















dim Ellz(t+ sn) -yO =0 E lim Blly(t — sn) — z(t)? = 0 
在 任意 的 t €& R LARS. SAAR LP, H) 表示 所 有 均 方 概 自 守 随机 过 
Fir: R> CP MARIKA. 
(2) 函数 0 : Rx L?(P, H) > L(U, L?(P,H)), (t,Y) 4 g(t, Y) 称 为 均 方 概 自 守 , Ho 
按 下 述 意 义 连续 

Elig, Y) -= g(t,Y Vliwc~m 29% — B(tY) > YB, 
并 且 对 任意 实数 列 {s',} 都 存在 子 列 {s,} Foch arg: Rx £2(P,H) > L(V, £2(P,H)) 
使 得 
jim, Eljg(t+5n,¥)—9(t, Y)? weem) =0 上 Jim, E||9(t—sn, Y)—g(t, Y)\liw.ceemyy =0 
AEE Ht CR FY € LP, HERR. 


(3) BAF : R x £2(P,H) x U > £2(P,H), (t, Y, x£) = F(t, Y, x) # A Poisson 均 方 
MAS, SP 按 下 述 意义 连续 




















[Brey — F(,Y',2)|Pv(de) 30, 当 (,Y) > (6Y) 时 , 
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并 且 对 任意 实数 列 {si,} 都 存在 子 列 {s。} 和 满足 [EIF(t,Y,z)|v(dz) < o 的 
HAP : R x £2(P,H) x U + L?(P, H) 使 得 


lim fi E||F(t + sn, Y, £) — F(t, Y,2)||?(dx) = 0 
antoo Jy 


lim f E||F(t — sn, Y, £) — F(t, Y,2)|/?v(dx) = 0 
esadi 


在 任意 的 te R 和 Y € LP, H) 上 都 成 立 . 


注 2.2.1 任意 均 方 概 自 守 过 程 都 是 C?- 有 界 的 . 事实 上 , 由 /只 对 于 Ye 
AA(R; £2(P,H)), AA(R; £2(P,H)) 在 


IY loo := sup ||Y (Dlls = sup(EI|Y ()||?)? 
teR teR 


意义 下 是 一 个 Banach 空间 . 同样 的 , 任意 均 方 概 自 守 函数 0 : R > LU, L? (P, H)) 
也 是 有 界 的 , 即 supseg |lg(s)‖ zeztp 酉 ) < co. 


命题 2.2.1 [45] Sf: Rx £2(P,H) > £2(P,H), (t,Y) 4 fY) 是 均 方 概 自 
守 的 ， HHS 满足 如 下 的 Lipschitz 条 件 : 


Elf(Y) — f(t, DP < LElY — Z|)? 


对 任意 的 YZ € £2(P,H) Fte RR RÈ, HPL>0 St LK. 则 对 于 任意 的 均 
方 概 自 守 过 程 y :及 一 £(P,H), 定义 为 F(t) := f(t,Y(t)) 的 随机 过 程 F :RR > 
L(P,H) 是 均 方 概 自 守 的 . 


Poisson 均 方 概 自 守 函数 有 如 下 的 性 质 . 


命题 2.2.2 ŽF, F, PF): Rx L?(P, H) x U > L?(P, H) 是 Poisson 均 方 概 自 守 
函数 , 则 


1. F, + Fy 是 Poisson 均 方 概 自 守 的 . 
2. 对 任意 的 纯 量 \, AF 是 Poisson 均 方 概 自 守 的 . 
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3. 对 任意 的 Y c LP, H), 存在 常数 M = M(Y) > 0 使 得 


sup f E||F(t, Y, x)|? v(dz) < M. 
teR JU 




















证 明 于 性 质 (1) 和 (2) 是 显然 的 , 我 们 只 证 明 性 质 (3). 若 
sup iL BIIF(t, Yo.2)|?v(dzx) = 00 
对 于 某 个 m € LCP, H) 成 立 , 则 存在 一 个 实数 列 {s'} 使 得 


n> 


FF 是 Poisson 均 方 概 自 守 的 , 则 存在 子 列 {s,} c {5} 和 一 个 函数 :RR x 
L?(P, H) x U > L?(P, H) 使 得 对 任意 的 te R Ally € LP, H) 有 


im f El|F(s', mo,z)ll2z(dz) = 00. 
oo Jy 









































lim / E||F(t + sn, Y, £) — F(t, Y,2)||?v(dx) = 0. (2.2.1) 
paea a 


注意 到 /EE(t,Y,z)|2v(dz) < oo 对 所 有 的 te R AY c £2(P,H) 都 成 立 ; 特别 
地 , 在 (2.2.1) 中 当 t = 0 MY = % 时 , 我 们 有 








im | E||F (Sn, Yo, 2)||?v(dx) < 00, 
n>% Jy 





这 与 已 知 条 件 矛盾 . 


命题 2.2.3 F : Rx £2(P,H)xU > £2(P,H), (t,Y,2) F(t, Y,x) Æ Poisson 
MAMA FA, 并 且 F 满足 如 下 的 Lipschitz KH: 











/Ble ye) Pe 2.2))Pe(ar) < LENY — 2? 
2 


MERAY, Z € £2(P,H) 和 t CRA MZ, HPL >05t AK. 则 对 任意 的 随机 
过 程 Y :R— L?(P, H), 定义 为 D(t,z) := F(t, Y(t), x) 的 函数 D :RxU > L?(P, H) 
是 Poisson 均 方 概 自 守 的 . 


证 明 设 {s,} 是 一 个 实数 列 . 由 已 知 F 是 Poisson 均 方 概 自 守 的 并 且 Y 也 
是 均 方 概 自 守 的 , 则 存在 {s'} 的 子 列 {s,} 和 函数 FF, 2 使 得 


lim i E||F(t + sn, Y, x£) — F(t, Y,2)||?v(da) = 0, (2.2.2) 
nsw Jy 
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hod 


| 所 有 的 te R, Y € L?(P, H) 都 成 立 , 并 且 


lim E||Y (t + sn) — Z(t)|? =0 (2.2.3) 





对 任意 的 te R 成 立 . 
现在 我 们 考虑 函数 D : R xU 一 £2(P,H) 定义 为 D(4,z) := F(t, Z(t), x). 注 
意 到 


D(t + sn,7) — D(t, £) 


=F (t + Sn, Y (t + sn), £) — F(t + Sn, Z(t), £) + F(t + Sn, Z(t), x) — F(t, Z(t), 2), 
所 以 我 们 有 
J EI|D(t + sn, £) — D(t,2)|?v(dz) 
<f B||F(t + Sn, Y (t + sn), £) — F(t + sn, Z(t), £)||? v (dx) 
U 
+ 2 f eire + sn, Z(t), £) — F(t, Z(t), x)\|?v(dz) 
<2LE|Y (t + sn) — Z(t)||? + 2f E\|F(t + sn, Z(t), £) — F(t, Z(t), 2)||?v(da). 
U 
我 们 可 以 从 (2.2.2) 和 (2.2.3) 推断 出 , 对 任意 的 te RR 
lim | E||D(t + sn, £) — D(t,x)||?v(dx) = 0. 
no Jy 


类 似 的 , 我 们 还 可 以 证 明 对 任意 的 te R, limno fy Bll D(t—sn,x)—D(t, 2)||2v(de) = 
0. 综 上 所 述 , Dttz) 是 均 方 概 自 守 的 . 














§2.2.2 KARAT 


下 面 我 们 来 介绍 依 分 布 概 自 守 的 定义 . 设 P(H) 表示 在 HH 上 的 所 有 Borel 
概率 测度 构成 的 空间 , 其 上 的 8 度量 为 : 


Bu, v) = sup{| f fan- fiw 




















:fllar < 路 u,v € P(H), 
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这 里 / 是 HH 上 的 Lipschitz 连续 的 实 值 函数 , 其 上 的 范 数 为 





Illa = Ifl + Nfl; = sp AA, Ile = sup Lf) 


序列 {jw} C P(A) RIIAS, Ff fdu > f fay 对 所 有 的 六 s CH) 成 
MZ. O) 表示 在 下 上 所 有 有 界 连续 实 值 函数 构成 的 空间 ， 我 们 知道 6 度 
量 是 P(H) 上 的 一 个 完备 度量 , JF AL} BUM “4AM 4B (n,n) 一 0, 
Hin > oo jn 更 多 关于 5 度量 的 细节 和 其 相关 的 性 质 读者 可 以 参考 [56, 811.3]. 


定义 2.2.3 本- 值 随 机 过 程 Y(t) 称 为 依 分 布 概 自 守 , ERDA u(t) 是 一 个 P(H) 
值 概 自 守 映射 , 即 对 任意 实数 列 {s'}, 存在 子 列 {s,} 和 一 个 P(H)- 值 映射 i() 
使 得 











Jim B(u(t + sn) (4) =0 lim P(t sn), w(t) = 


EEL ER 成 立 . 


注 2.2.2 我 们 回忆 一 下 依 分 布 收敛 的 概念 , 一 列 随 机 变量 {X,} HARD 
Ap Sk BALE EX 若 其 分 布 {11,} BALAN WDA, PPB Gn, u) 一 0. 对 
于 一 列 随机 变量 来 说 C? IT VA RD AIK, 所 以 一 个 均 方 概 自 守 随 
机 过 程 必然 是 依 分 布 概 自 守 的 ; 但 是 反之 不 真 . 

JE 2.2.3 我 们 定义 的 依 分 布 概 自 守 过 程 是 对 于 (39, 40,59) 中 依 分 布 概 周 
期 过 程 的 进一步 推广 . 相对 于 [39,40,59] 中 的 依 分 布 概 周期 过 程 定义 , 在 [41] 
中 作者 考虑 了 一 种 更 强 的 定义 ; 更 多 的 细节 可 以 参考 [41]. 如 果 我 们 像 [41] 
中 一 样 定 义 的 分 布 概 自 守 过 程 , 那么 注 2.2.2 是 不 真 的 , 即 均 方 概 自 守 不 能 推 
出 依 分 布 概 自 守 . 


§2.3 Lévy 了 品 音 驱动 的 半 线 性 随机 微分 方程 的 概 自 守 解 
在 本 节 中 我 们 考虑 如 下 的 半 线 性 随机 微分 方程 





dY (t) =AY (t)dt + f(t, Y (t))dt + g(t, Y (t))dW (t) (2.3.1) 
+ F(t,,Y(t-), N(dt,d 
I. (t,,¥(t-), 2) (at, dz) 
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+ J G(t, Y (t—), £)N (dt, dx), teR, 
lzlv21 


这 里 4 是 在 HH 上 生成 耗 散 co- 半 群 (T(t),>o) 的 无 穷 小 生成 元 , 其 满足 








ITE < Ke“, vi>0, (2.3.2) 
其 中 K > 0,w > 0; f : Rx £2(P,H) > £2(P,H), g : Rx £2(P,H) > L(U, £2(P,H)), 
F : Rx £2(P,H) xU > £2(P,H), G : Rx £2(P,H) xU > L?(P, H); W 是 Q-Wiener 
XEFE, N 是 Poisson 随机 测度 ， N 是 N 的 补偿 Poisson 随机 测度 . w, N FIN 可 
通过 双边 Lévy 过 程 L 经 Lévy-Ité6 分 解 得 到 . 
定义 2.3.1 五 -循序 可 测 随机 过 程 {Y(t)}jier 称 为 方程 (2.3.1) 的 温和 解 , 若 
其 满足 相应 的 随机 积分 方程 
YOTE- YO+ f TE- YOA f TE- sols. Yaw) 
, n _ * 
T(t — s)F(s,Y(s—), 2) (ds, dz 
i oe (= 8) F(s,¥ (s-),2)Ñ(ds, da) 
t 
T(t — 8)G(s, ¥(s—),x)N(ds, dz), 23.3 
a ae 5)G(s, Y (s—),2)N (ds, dz) (233) 
对 任意 的 t >r 和 reR 成 立 . 


定理 2.3.1 考虑 方程 (2.3.1). 设 4 生成 一 个 耗 散 C9- 半 群 使 得 (2.3.2) 成 立 ， 
f, g 是 均 方 概 自 守 的 , 已 和 G 是 Poisson 均 方 概 自 守 的 . MEAS, g, F 和 G 是 关 
FY wR Lipschitz KH E Lipschitz 常数 与 + 无关, 即 对 任意 的 Y, Z € L2(P,H) 
Fat eR, 


E|lf(Y) — f(t, DN < LEY — Zh, (2.3.4) 
Ell(g(t,Y) — g(t, 2))Q liv, cp) < LEIIY — ZIP, (2.3.5) 
J E||F(t, Y, x) — F(t, Z, x)| v(dz) < LEIIY — Z|, (2.3.6) 
leju <1 
J E||G(t, Y, x) — G(t, Z,x)||?u(dx) < LEIIY — ZI, (2.3.7) 
|zle>1 


其 中 >0 为 与 1 无关 的 常数 . 若 


Lt 2 2 1 
R w 4K2L’ 





(2.3.8) 
Ww 
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则 (2.3.1) 存在 一 个 唯一 的 C2?- 有 界 温和 解 . 进一步 , 若 


Le A < 1 
w? w ` 8K?L’ 


则 这 个 唯一 C2?- 有 界 解 是 依 分 布 概 自 守 的 . 





(2.3.9) 


证 明 ”首先 我 们 注意 到 车 Y(t) 是 C2- 有 界 的 , 则 Y(t) 是 方程 (2.3.1) 的 温和 
解 当 且 仅 当 其 满足 下 列 积分 方程 





i t 
Y(t) -f T(t — s) f(s, Y (s))ds + J T(t — s)g(s, Y (s))AW (s) 
+ f f, a TE- 9P YG Nesen) 


t 
+f /re — s)G(s, Y (s—), x)N (ds, dz). (2.3.10) 





对 于 定理 的 证 明 , 我 们 将 分 为 三 部 分 进行 . 

第 一 部 分 . C-BARD AC ESN. 这 个 结论 就 本 身 而 言 是 很 有 趣 的 ， 
所 以 我 们 在 更 一 般 的 假设 下 进行 证 明 : 我 们 仅 设 T(t) 是 一 个 c"- 半 群 , 不 必 是 
耗 散 的 . 根据 [60, 第 1 章 , 定理 2.2], 存在 常数 M > 0 和 5 > 0 使 得 TCD < Me™ 
对 任意 的 t > 0 成 立 . 若 Y(t) 是 方程 (2.3.1) 的 C 有 界 解 , 即 (2.3.3) 成 立 , 则 根 
据 Cauchy-Schwarz 不 等 式 , It6 等 距 和 Poisson 随机 测度 积分 的 性 质 , Ht > > 时 























EIY(t) —Y(r)|? 
2 
<5E||T(t — r)Y (r) — Y (r)l|? + self T(t — s5) f (s, Y (s))ds 








2 


T(t — s)g(s, Y (s))AW (s) sh T(t — s)F(s,Y(s—), £)Ñ (ds, dx) 


























lzlv<1 


+ e 1 fm P T(t — s)G(s,Y(s—), £)Ñ (ds, dx) 


2 
S T(t — s)G(s, Y(s—),)v(da)ds 
lzlv>1 


<5E|T(t — r)Y (r) — Y (r)||? + 5M?” t" of lds - f El| f(s, ¥(s))|[?ds 








+ ee Ellg(s,Y (s))Q@ ?lv ca(p)ds 
r 
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t 
+m f f E|| F(s, Y(s—), £)||?v(dx)ds 
r Jlzlv<l 
t 
+ ameen |z / | EI|G(s, ¥(s—),2) 2v(da)ds 
r veluzl 


+2f fe wan f J, Blo YG- Avanas š 


由 已 知 7(.) 是 一 个 co- 半 群 , 则 当 t > rt 时 , T(t 一 7)z 一 zl 0 IHR He eH 
成 立 . 注意 到 





IT(t—7) — Id||’E||¥ (r)||? < 00, 
所 以 根据 Lebesgue 控制 收敛 定理 ,我 们 有 当 t 一 r+ WF, E\|T(t—r)¥ (r)—Y(r)|? > 
0. 因为 KFY 是 Lipschitz 的 并 且 是 均 方 概 自 守 的 , 再 注意 到 Y(.) 是 C2- 有 界 
的 , 根据 注 2.2.1 我 们 有 








sup || f(s, ¥(s))llz < sup | f(s, ¥(s)) — f(s, 0)|l2 + sup || f(s, 0)|]2 
sER sER sER 


<V Lsup ||Y(s)|l2 + sup || f(s, 0)lļ2 < 00, 
sER sER 


即 
sup E|| f(s, ¥(s))||? < oo; (2.3.11) 
seR 


同样 的 我 们 还 可 以 得 到 

sup Ellg(s, Y (s))Q"? Zwee < oo. (2.3.12) 
由 (2.3.6), 命题 2.2.2 (3) 和 Y(.) 的 C2 有 界 性 , 可 以 推出 存在 常数 Mo > 0 使 得 
sup f BIF YO) Dan) <2sp / EJIE (s, Y (s), £) — F(s,0,2)||?v(de) 


sER lzlv<1 


十 2sup f E||F(s, 0, x)||?v (dz) 
lzlv<1 


sER 
<2Lsup EY (s)||? + Mo < 00; (2.3.13) 
sER 
类 似 的 有 
sup f E||G(s, Y(s),2)||?v (da) < œ. (2.3.14) 
sER J|zlu>1 
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因此 





Elly(t)—Y(r)|? 0, 4t a rt I. 


通过 上 面 的 论述 , FRAT AR RRS AE AE 一 r 时 , EllY(t) — 
Y(r)|? 一 0. 综 上 所 述 , ¥(-) 是 2?- 连 续 的 . 




















第 二 部 分 . £2?- 有 界 解 的 存在 唯一 性 . SCR; LP, H) 表示 所 有 从 R 到 £2(P, 了 H) 








内 有 界 C2- 连 续 映 射 构成 的 Banach 空间 , 其 上 范 数 为 | . >， 下面 我 们 考虑 作 
在 0,(R;L?(P,H)) 上 的 非 线 性 算 子 s, 其 定义 为 





























t t 
(SY)(t) =f T= s) as 人 T(t — s)g(s, ¥(s))dW/(s) 
+f. /TRY (sn) Nds ae) 


+f /TG Ye ) Ns ds) 














(2.3.2) 和 (2.3.11)-(2.3.14), 我 们 可 以 推 得 若 Y(.) 是 一 个 C2- 有 界 过 程 , 则 (SY)(:) 
是 一 个 £2- 连 续 过 程 . 注意 到 











L 2 
EI\(SY)(t) - (SY)(n)|/? <4E | [ Te-1l.¥()as 








2 


ap] f re- suero 








2 
+4E 








人 人 TE- s)F(s,¥(s-),2)N (ds, dz) 








+4E 








t 2 
j 从 T(t — s)G(s, Y (s—), £)N (ds, dx) 














所 以 , 由 第 一 部 分 的 证 明 : EYO 是 一 个 C- 有 界 过 程 , 则 (SsY)(-) 是 一 个 C2- 
连续 过 程 ， 因 此 算 子 s 是 一 个 把 Co(R; 22(P,H)) 映 到 本 身 的 映射 ， 若 s 是 
7EC,(R; £2(P,H)) 上 的 一 个 压缩 映射 , 根据 Banach 不 动 点 定理 , 我 们 就 可 以 
推出 方程 (2.3.1) 有 唯一 的 有 界 C- 连 续 温 和 解 . 

我 们 现在 来 证 明 s 是 一 个 在 Cv(R; LP, H) 上 的 压缩 映射 对 于 Yi, Y € 
Cs(R; L?(P, H)) 和 te R, 我 们 有 
































El(SY)(t) = (SYW)? 
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-r| f Te- IEY) = Fs: Yds 
+ f TE- slots) = gls, Yal) aw s) 
+ f I, R: T(t — s)[F(s, Yi (s-), 2) — F (s, Yo(s—-), 2)| N (ds, dx) 


t 2 
+ 六 人 T(t — s)[G(s, Yi (s—), £) — G(s, Y2(s—), x)|N(ds, dz) 








2 


< 人 | JTE WU.Y0) = Fs, 406) las 








as Me T(t — s)[9(s, ¥i(s)) — g(s, Y2(s))]dW (s) 








2 








+4E lf = T(t — s)[F(s, Yi(s—), £) — F(s, Yo(s—-), x) |N (ds, dr) 


+4E Lf fa T(t — s)[G(s, Yi(s—), £) — G(s, Y2(s—), £)]N (ds, dx) 








类 似 于 [45, 定理 4.2] 的 证 明 ， 通过 Cauchy-Schwarz 不 等 式 上 述 不 等 式 右 端的 第 
一 部 分 可 以 得 到 如 下 估计 








2 -i 
K?L 
< — sup E||Y1 (s) — ¥o(s)|/, 
w sER 


E| f TE- 916119) = ss, ¥4(9)las 
第 二 部 分 有 如 下 估计 











2 


el T(t — s)[g(s, Yi (s)) — g(s, Ya(s))]dW(s) 














t 
<K? (J e7%l-9E]|(g(s, Yi (s)) — g(s, Vals) Heo ays) 
K*L 
< “supBlY(s) — Vols). 
W seR 


对 于 第 三 和 第 四 部 分 , 由 Poisson 随机 测度 随机 积分 的 性 质 和 Cauchy-Schwarz 
不 等 式 , 我 们 分 别 有 


2 
E 








I 人 a TE F(s, ¥ule—),2) — F(s,Y2(s—),2)|N(ds, dz) 








t 
<r f fo eB F(s,¥i(6-),2) = F(s, Ya(s-),2)|? vd)ds 
一 co Y |z|y <1 
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t 

<K2L J er2etr9ds .sup E |Y; (s) — Ya(s) I? 
-oo seR 

KL 
<É -sup E |Y; (s) - (a 
W sER 
和 


t 2 
E If E T(t — s)[G(s, Yi(s—), £) — G(s, Y2(s—), x)| N (ds, dx) 








æl l (t= s)[G(s, Yi(s-), £) — G(s, Y2(s-), 2)]N(ds, de) 








æl / T(t — s)[G(s, Yi(s— — G(s, Y2(s—), )|u(da)ds 
lly 21 


KL 
= ERER- ys 


2 
sen ([ TAR e FP 10(s, (5.2) = Gls, Ya's-).2) nde) 


-sup E |[¥i(s) — Y2(8)||? mee eds -b 
sER oo 

















K?L 
< 
w 
. fr i, e “9 E ||G(s, Yi(s—), £) — G(s, Yo(s—), 2)||? v(dz)ds 
rly 21 


KL 2K? =f 


Sige ee ¥2(s)||’. 


综 上 所 述 , 对 任意 的 te R, 


ENSY)0) - (ryo < [ASE a +2048 





KL j 
sup E ||¥i(s) — Yo(s)||’, 
sER 


|(SY)() = (SYAH < n- sup|¥i(s) — Yə(s)ll (2.3.15) 


其 中 := AGE (1 十 20) + KL. 注意 到 





sup Da(s) 一 Y2(s) )B < (sup |Y: (s) 一 Yo(s)|l2)? 





通过 (2.3.15), 我 们 可 以 推 得 对 任意 的 ts 及 


IS) — S)He < Vn [IM — Yalloo- 
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因此 





|s — SY2ll = sup etra = S(¥2)(t)|l2 < V7 |Y — Yalloo. 


由 于 n <1, 所 以 我 们 可 推 得 s 是 一 个 在 Cs(R; LP, H)) 上 的 压缩 映射 . 综 上 所 
述 , 方程 (2.3.1) 存在 唯一 的 C- 有 界 温 和 解 ve CR; £2(P, H)) 使 得 Sv = v. 

第 三 部 分 . C- 有 界 解 的 概 自 守 性 . 设 {s',} 是 任意 实数 列 . 由 己 知 f,g 是 均 
方 概 自 守 的 , 已 G 是 Poisson 均 方 概 自 守 的 , 则 存在 {s,} MPPs} 和 函数 六 
FG 使 得 























im Ell f(t + sn, Y) — F(t, Y)? = lim Ell f(t — sn, Y) — f(t, Y)||? = 0; 


jim El(g(t + sn: Y) = a(t, Y))Q"? liw,c2~e.8) = 9, 


tim El(9(t — sn: Y) — g(t, YQ"? Eween) = 95 


im f E||F(t + sn, Y, £) — F(t, Y. x)|? v(dx) = 0, 
nao Joli 


lim f E Fit — Sn, Y, £) — F(t, Y, x) ||’v(dx) = 0; 
lzlu<1 


n> Jisu 


和 


lim E||G(t + sn, Y, £) — G(t, Y, x)||?(dx) = 0, 


n> Jlzlu>1 


lim J E Git = Sm, Y,2) — G(t,Y, 2) |[’v(dx) = 0 
noo ylzlc>l 

















对 任意 的 te R 和 Y € £2(P,H) 成 立 . 
SCO 满足 积分 方程 ! 


D= f Te- s,¥(s) va T(t — s)g(s, ¥(s))aW(s) 


+f / T(t — s)F(s,Y(s—),z)N(ds, dz) 
lzlv<1 


VEGAS G F.C 关于 了 Lipschitz 连续 的 , 且 和 (2.3.4)-(2.3.7) tH f, g. F, G 拥有 同样 的 Lipschitz 
HALL, AAS, g, F, G 分 别 代 蔡 不 等 式 (2.3.11)-(2.3.14) 中 的 f,g, RG 不 等 式 仍然 成 立 . 所 以 通过 
第 一 和 第 二 部 分 的 证 明 , 此 方程 有 唯一 C2- 有 界 解 . 
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t ~ ~ 
+f / T(t — s)G(s, Y (s—), £)N (ds, dr). 
=œ J aly 21 


令 W,(o) := W(o+sn)-W/(sn), Nalo, £) := N(0 + sn, 7)— N (Sn, £), Noz) = 
N(o + 5n,2) — Nlswz) 其 中 e R. 根据 注 1.4.2, W 是 一 个 与 W 同 分 布 的 @- 
Wiener 过 程 ， Nua 是 一 个 与 N 同 分 布 的 Poisson 随机 测度 ， N, FE FAME Poisson 
随机 测度 . So = s — sn, 则 














Y(t + sn) -f T(t—oa)f(o + sn, Y (0 + sn))do 
+ ie T(t— oa)g(o + Sn, Y (0 + 8n))dW,, (0) 
t ~ 
T(t-—o)F Sn, Y n—), T)Nn(do, dx 
ie ae (t-—o)F(o+s, (o + 8n—), 2) Ny (do, dr) 
* is ae T(t —0)G(o + sn, Y (0 + 8n—), £) Nn (do, daz). 
类 似 (50) 中 的 证 明 , BRATS BAY, (-) 满足 积分 方程 


t 


Yn (t) = 人 T(t—o)f(o+ sn,Yn(o))do+ J T(t — o)g(0 + sn, Yn(7)) dW (0) 


-00 


二 [. i T(t — 0) F(o + sn, Ynlo—), £)Ñ (do, dz) 
+ I p T(t —0)G(o + sn, Yn(a—), £)N (do, dz). 


注意 到 对 任意 的 te R, Y (t+ sn) Yalt) 同 分 布 . 类 似 于 Y(.), Lay, (.) 也 是 
唯一 且 Cz- 有 界 的 . 
注意 型 





ElY,(t) — ¥ (|)? 
t 2 
AB | {Te oe + sm ¥alo)) = flo,Y(o)do 








2 
+ 二 | 





{Te olal + 5», Yalo)) = Ho. ¥(e))]aW(o) 








2 
+48 





ff re - eet 50.¥alo—),2) ~ Flo. ¥(0-),2)) (dda) 
=o J |z|y <1 
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2 
+4E 











ji [ T(t — 0)[G(o + sn, Ya(o—),x) — G(o, ¥ (o-), x) N (do, dx) 
-oo dlzlv>1 


=h + h + i+ H. 


根据 Cauchy-Schwarz 不 等 IN 


2 








I, <8E I/ T(t—o)[f(o + Sn, Yn(o)) — flo + sn, Y (0))]do 
2 








+8E |/ T(t —o)[f(o + sn, Ý (0)) — flo,Y(o))]do 
t ay r 2 
sse (fi ITE- oNN ts) =o + nF) ) 


+se( f ITE- oE +s Y() ~ FoPo) 


t 
一 cc 








t t 
<8K? J oF 2G. J oF? Elf(o + sn, Ya(o)) — F(0 + sn, ¥ (0))|?do 
beg a 








t t-o t —w(t—o. ~ ~ ne; 
+ 8K? / ys, J aE afeta ¥(0)) — Flo, ¥(0)) [ao 

















Sh ££ e-o . EllY(o) — F (o)l do + EF, 
h 
2 pt ~ = 
er E Blo + sn (0) Fle, %(0)) Pao: 
注意 到 


Fo + sn, Ý (0)) — flo + 8n,¥ (0))ll2 < VLIIY (0) = Y(0)ll;, 
所 以 根据 注 2.2.1, 我 们 有 


Supe + sm Ý (0))ll2 < 00, 
aE! 


并 且 因 此 有 


sup||f(o,Y (ø))ll2 < co. 
CE 了 














由 已 知 f 是 均 方 概 自 守 的 并 且 Y(-) ELP, H) 上 有 界 . 因此 , 由 Lebesgue 控制 
收敛 定理 可 以 推出 当 n 一 oo 时 , Er 一 0. 
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根据 Ito 等 距 , 我 们 有 


t 7 2 
1 <8E |/ T(t — 0)[g(o + Sn, Yn(o)) — g(o + Sn, ¥(o))|dW (0) 








t 7 : 2 
+8E [/ T(t—o)lg(o + sn, Y (0)) — Jla, Y(c))|dW(o) 








<s [ ITE- o)l? -Iglo + sn, Ya(0)) — 9(0 + sn, Y (0)))Q"P E w,ceemda 
t 
+ s f ITE = o)l? -Ilo + sn ¥ (0)) — Xo, Y (0)))Q'P iwer wy) de 


t 
sser f et) . E|lY,(0) — Y(o)|[?do + E}. 





这 里 类 似 于 车 , 当 n 一 oo 时 ， 








t 
E = se f eo ) . Ell(g(o + sn, Y (0)) — Flo, Y (0)))Q"? Zu cee 480 > 0. 


根据 Poisson 随机 测度 积分 的 性 质 和 (2.3.6), 我 们 有 


2 











x m 
13 <8E If am T(t—o)[F(o + sn, ¥,(o—), £) — F'(o + sn, Y(o—), x)|N (do, dx) 








2 
+8E Uf / T(t —0)[F(o + sn, Ý (0—), £) — F(o,Y(o—),«)|N(do, dx) 
一 co J |z|u <1 








£ á 2 
< f hi gmap |ze + 8n,Yn(o—), 2) — F(o + Sn, ¥(0-),2)| v(da)do 
一 co v |z|y <1 
t 3 s 5 2 
+ sx? f / 6 a) gy Fo + Sn, Y (0—), £) — F(o, ¥(o-),2)| v(da)do 

一 oo v|zlu<1 

t 
serr f e #9) . EIlY, (a) — ¥(a)|[?do + E3, 


其 中 





E} := 8K? I J oO BI F(a+8n,¥ (0-), £) F (0, ¥(o—), x)|? v(dr)do — 0, 
-co F [ely <1 (2.3.16) 
当 n + co 时 . 事实 上 , 由 (2.3.6) 我 们 可 以 推出 





J E||F (0 + sn, Y (0), £) — F (0 + sn, ¥ (0), x)|? v (d£) < LE||Y(c) — ¥(0)||? < eo， 
lzļly<1 
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并 且 由 命题 2.2.2 (3), 对 于 某 常数 M(Y(0)) 有 





sup f EllF(o + sn, Ý (0), x)|?u(dx) < M (F (0)). 
lzlv<1 


oER 
所 以 
| EllF(o + sn, ¥(o—), z)||?v(da) < 00. 
ER Jlzlv<1 
因此 我 们 有 





sup f E||F(o, Y(o—),x)||?v(dx) < co. 
o€ER J jz|y<1 


综 上 所 述 , 根据 Lebesgue 控制 收敛 定理 我 们 可 以 得 到 (2.3.16) 成 立 . 
对 于 最 后 一 部 分 , 根据 Poisson 随机 测度 积分 的 性 质 , (2.3.7) 和 Cauchy-Schwarz 
不 等 式 , 我 们 有 


2 





l <se| 





i / T(t — o)[G(o + sn, Yn(o—),7) — G(o + sn, ¥(o—), 7)]N(do, dx) 
=o Y |z|v21 





2 
+8E 上/ 人 T(t—o)[G(o + sn, Ý (0—), £) — Ĝ(0, Ý (o—), £)]N (do, dx) 
=o J |zlu>1 








t i 2 
<16E [/ j T(t —0)[G(o + sn, Yala —), 2) — G(o + sn, Ë (0—), 2))Ñ (do, ds) 
—o0 J |z|y 21 








2 


+16E Uf I. T(t —0)[G(o + sn, Yn(o—), £) — G(o + sn, ¥(o—), 2) ]v(da)do 








2 
+168 





I J ~ T(t —0)[G(o + sn, ¥ (o—), £) — G(o, ¥(o—), x) N(do, dx) 








2 


+16E Lf Ta T(t —0)[G(o + sn, Ý (o—), £) — G(o, Y(o-), x)|v(de)do 








t 
<16K?L J e BY, (0) — ¥(o)||?do 
= 
+ 164% f edo 
t 
ff _ PEIG + sn Yalo-),1) = Glo + sn? (0-2) PU(aa)ae 
一 cov lzlv>1 
t 
+ 16K? f [ eo *-OEIIG(o + sn, Y(o—), £) — G(a, ¥(o—), «)||?u(dx)do 
一 co J [rly >1 
t 
+ 16K°b ji ee dr 
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t ~ x ~ 
: J J oe“ E||G(o + sn, Ý (0—), £) — Ĝ(0, ¥(o—), x)|? v(dz)do 
=o J |z|y 21 
t 
<16K7L f eto. Bl¥4(o) —¥(o) Pda 
-oo 


2 t 7 
+ Tl ee 人 -9) . E||Yn (0) — Y (o)|| do + Ef, 
w 一 oo 











中 





t 
Be =r f W e"-) BI|G(a + sn, Y (0—), £) — G(o,Y(o—), 2) ||?u(dx)do 
—o0 dlzlu>1 
C2 t 
+ / eI B|G(o + sn,Y(o—),7) — G(o,Y(o—), #)|?v(dex)do. 
wy -oo ylzlu>1 


类 似 于 (2.3.16) 的 讨论 , 我 们 可 以 得 到 当 n 一 co 时 , E 一 0. 
通过 对 于 -hh 的 估计 , 我 们 有 








t 
BIY,(t) -YO SE" + 32K7L / e*-9) . Bly, (0) —Y(o) ldo 
je 


2 t F 
+ SKL + 2») f et?) . B| Yn (0) — ¥(o)|?do, 
w 一 oo 











其 中 2" =Le 由 引 理 1.4.1 和 (2.3.9), 我 们 可 以 推 得 对 任意 的 t € R, 当 n 一 
co 时 ， 





E||Y,(t) —Y (DI > 0. 
于 Y(t+sn) SY, (t) 同 分 布 , 由 注 2.2.2, 我 们 可 以 得 到 在 分 布 意义 下 Y(t+sn) > 
Y(t), Min + oo 时 . 并 且 通 过 类 似 的 方法 我 们 还 可 以 推 得 在 分 布 意义 下 对 任 
Bt er, “n > oo WN, ¥(t—s,) > Y (t). 证 明 完 毕 . 









































JE 2.3.1 (i) (23.6) 包含 了 对 于 已 和 小 的 跳跃 的 限制 , (2.3.7) 包含 了 对 于 G 
和 大 的 跳跃 的 限制 . 
(ii) (2.3.8) 和 (2.3.9) 是 对 大 的 跳跃 的 定量 描述 , So, K, L 已 知 时 , 通过 参数 b 的 
ER, 来 保证 C2- 有 界 解 或 者 依 分 布 概 自 守 解 的 存在 性 . 当然 , (2.3.8) 和 (2.3.9) 
Xtw,K,L 也 有 限制 : 至 少 它 们 应 该 分 别 满足 


1 2 1 
yF 


=< Tr 
w ` 4K?L w? w 8K27 
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注 2.3.2 在 定理 2.3.1 中 ， 若 用 f,g 是 概 自 守 的 ,已 G ARDA Poisson MA 
守 的 来 代替 均 方 条 件 , 我 们 不 知道 是 否 (2.3.1) 仍然 有 依 分 布 概 自 守 解 . 但 是 
若 我 们 在 C2- 有 界 解 中 探索 依 分 布 概 自 守 解 , 那么 对 于 系数 是 (Poisson) 均 方 
概 自 守 的 假设 是 很 自然 的 , 而 且 这 个 假设 在 应 用 中 很 容易 满足 (e.g., 参见 82.5 
节 的 例子 ). SRE, 据 我 们 所 知 : 在 已 有 的 文献 中 , 随机 微分 方程 的 所 有 概 
周期 / 概 自 守 解 都 可 以 在 C2?- 有 界 解 中 找到 .所 以 若 能 找到 L?- 无 界 解 或 者 不 
属于 空间 [2(P, 了 H) 的 依 分 布 概 周 期 / 概 自 守 解 将 是 一 件 有 趣 的 事情 . 


§2.4 概 自 守 解 的 渐 近 稳定 性 
在 上 节 中 , 我 们 得 到 了 半 线 性 随机 微分 方程 (2.3.1) 依 分 布 概 自 守 解 的 存 
在 性 . 在 本 节 中 , 我 们 会 发 现 此 解 是 全 局 渐 近 稳定 的 , 并 且 任 何其 他 的 解 会 
以 指数 速度 收敛 到 它 . 首先 , 让 我 们 来 回忆 一 下 渐 近 稳定 的 定义 . 
定义 2.4.1 方程 (2.3.1) 的 解 Y(t) 称 为 在 均 方 意义 下 稳定 , 若 对 任意 的 e > 
0, 存在 5 > 0 使 得 当 Elld 一 Y(0) 上 <5 时 



































EllYa(t) -YH <e t20, 


其 中 Y(t) 表示 在 初 值 条 件 Y(0) =d 下 方程 (2.3.1) 的 解 . 解 yY(b 称 为 在 均 方 
意义 下 渐 近 稳定 , 若 它 在 均 方 意义 下 稳定 并 且 
jim EllYa(t) — Y (t) )||? = 0. (2.4.1) 

(241) 对 任意 的 de C2z(P, 西 ) RÈ, My (t) 称 为 在 均 方 意义 下 全 局 渐 近 稳 
定 . 

下 面 的 结论 表明 在 比 定理 2.3.1 更 弱 的 条 件 下 , 方程 (2.3.1) 解 的 存在 区 间 
可 以 扩展 到 正 无 穷 . 

引 理 2.4.1 考虑 方程 (2.3.1). 假设 4 生成 一 个 耗 散 C9- 半 群 使 得 (2.3.2) 成 
È, f, g 是 均 方 概 自 守 的 , F, G Poisson 均 方 概 自 守 的 .而 且 f, g, F, G 
满足 (2.3.4)-(2.3.7)， 则 对 任意 Yh € L?(P, 耳 ), AMY, 条 件 下 方程 (2.3.1) 的 解 
对 te [0,+o0) 整体 存在 , 并 且 对 任意 t > 0, 


























ElY (OP < Cre, 
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HPC, =Ci(K,w,b, f, g, F,G, Yol, Q) 和 Ca = Co(K,w, L,b) 都 是 常数 





证 明 ”首先 根据 (2.3.4), 对 任意 的 te R 我 们 有 
BIS YI? < Ellf(t,0) + ft, Y) — f(t, OP < 2sup Ell f(s,0)|? + 2LE IY |. 
同样 的 我 们 有 
Ellg(t, YQ"? liwcay) < emp Ellg(s, 0)Q" ivez(psny + 2LEIY. 
根据 注 2.2.1, 存在 常数 C > 0 使 得 


max {sup El/ Gs OF sup Bs, 0 lca} < © 
sER sER 





另 一 方面 , 由 (2.3.6) 我 们 可 以 得 到 





























foes E||F(t, Y,2)||?v(de) = i EJIF(t,0, 1) + F(t,Y,2) — F(t, 0,2)|[2v(de) 
< af E||F(t,0,2)||?v(de) + 2LE|IY |P. 
类 似 的 由 (2.3.7) 
Td EIGG, ¥,2)||?v(de) < af e EIG(t, 0, x)|?v(dx) + 2LE|IY |P. 


根据 命题 2.2.2 (3), 存在 常数 Mo > 0 使 得 


max {sup f EILF(s.0,2)|Pu(dz), sup / EIG(s.0.2)]Pu(az) } < Mo. 
sER .zlu<1 sER .zlu>1 














此 , 对 t > 0， 根据 Cauchy-Schwarz 不 等 式 , tt6 等 距 和 Poisson 随机 测度 积分 的 
生 质 我 们 有 





t t 
Elly ®II? -[ror+ f T(t— eroa f T(t — s)g(s, Y (s))AW (s) 


+f 人 re- )F(s, ¥(s—), 2) N(ds, dx) 


+f me-aceyehaxesa 
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t 2 
<5K?2e ElYoll? + 5E Lf T(t —s)f(s,Y(s))ds 
0 








2 
+5E 





p “T(= s)9(s,¥(s))aW(s) 








2 
+5E 














JI TE- s)F(s,Y (s-), 2) N(ds, dz) 
zlu < A 
+5E 








Wi T(t — s)G(s, Y (s—), £)N (ds, dx) 
0 Vlzlv>1 








<5K%e-%*B|Yo||? + 5K? J reads， f e916 + LEY (s)|?)ds 
45K? { etraa(C + LEJIY (s)|?)ds 
+5K? f f -92 Ma + LEIIY (s)[2)as 
410%? T e52lt-92( My + LEI|Y (s)|]?)ds 
+10K?b [eas ú [ e“9)9( Mo + LE||Y(s)||?)ds 


t 
<Ci 1 aof EllY (s)||?ds, 
0 


10K2C 5K2C 15K?My 20K?bMo 
十 + + z~. 
W w w Ww 


20K2bL 


Cn =5KE||Yo|l? + 


2 
Co aie + 40K7L + 
w 





民 据 Gronwall 不 等 式 , 我 们 可 以 得 到 对 任意 的 +> 0, 











ElY(O < Ce. 


上 所 述 , 方程 解 的 存在 区 间 可 以 扩展 到 正 无 穷 . 证 明 完 毕 . 口 
通过 上 面 的 引 理 , 我 们 现在 来 讨论 方程 (2.3.1) 解 的 渐 近 稳定 性 . 








定理 2.4.1 考虑 方程 (2.3.1). 假设 定理 2.3.1 的 条 件 成 立 . 若 将 (2.3.8) 改 为 


Lt 4 1 
w? w ` SKL’ 
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则 方程 (2.3.1) 的 唯一 C?- 有 界 解 是 在 均 方 意义 下 全 局 渐 近 稳定 的 ， 特别 地 ， 
当 (2.3.9) 成 立时 , 此 唯一 C2- 有 界 解 及 是 依 分 布 概 自 宇 的 还 是 在 均 方 意义 下 
全 局 渐 近 稳定 的 . 


证 明 ” 设 Y(t) 和 2Z(t) 分 别 是 是 初 值 为 Y(0) 和 2Z(0) 时 方程 (2.3.1) 的 解 . 那 
么 , 我 们 有 
EIZO -YO -rroo - YO) + [re 966) 1%,Y (les 
+ [ TE- gls, Z4) = YW) 


+ J I. T(t — s)[F(s, Z(s—),«) — F (s, Y (s—), x)|N(ds, dx) 








i 2 
T(t — s)[G(s, Z(s—), £) — G(s, Y (s—), £)]N (ds, d. 
+ (t — s)[G(s, Z(s—),) — G(s, Y(s—), x) |N(ds, dz) 
<5K?e El2(0) — ¥(0)|? 


+5E 








4 2 
i T(t —s)[f(s, Z(s)) — f(s, ¥(s))]ds 














t 2 
+5E If T(t — s)[g(s, Z(s)) — g(s, Y(s))]|dW(s) 


+5E 








lzlv<1 








lzlv>1 


(2.4.2) 


类 似 于 [45] 中 稳定 性 定理 的 证 明 , 对 于 上 式 右 端 前 两 部 分 我 们 有 , 对 任意 
的 t > 0， 








2 
BRD ft 

< “| e™lt-9E||Z(s) — ¥(s)|[?ds, 
o 40 


(2.4.3) 











i T(t — s)[f(s, Z(s)) — f(s, Y (s))]ds 


All 








se| [70 - age ze = sts Y iaw 





t 
<5K? (J eo IE ||(g(s, Z(s)) — IEY (oes) 
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T(t — s)[G(s, Z(s—), £) — G(s, Y(s—), x)|N(ds, dx) 


2 
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t 
<5K?L f e™%™lt-9E]|Z(s) — Y (s)||?ds. (2.4.4) 
0 





对 于 后 

















两 部 分 我 们 有 , 对 任意 t > 0, 





2 
5E 








人 J, a T(t — s)[F(s, Z(s—), £) 一 下 (s,Y(s 一 )， x)|N(ds, dx) 








t 
<5 [ Ke (9) LE|Z(s) — Y (s)||?ds 
0 


t 
<5K2L f (BI) Z(s) — Y (s)||?ds, (2.4.5) 
0 


5E 





f J T(t — s)[G(s, Z(s—), x) — G(s, Y(s—),x)|N(ds, dx 
0 Vlzlv21 



































t ni 2 
<10E [ / T(t— s)[G(s, Z(s—), x) — G(s, Y(s—), x)|N(ds, dx) 
0 Vlzlv>1 
t 2 
+10E / J,a TE- e207), 0) ~ 6, Yl) oI r)ds 
<10K?L [ eol- |Z(s) — Y(s)||? ds 
0 
t t 
+ 10K? J f. edna J eet- LE]|Z(s) — Y (s)||?ds 
t 
<10K?L | eV ||Z(s) — Y (s)|? ds 
0 
十 on. f e“(t-9) . EI|Z(s) — Y(s)||?ds. (2.4.6) 





S D(t) := ElZ(t) —Y(t)||?, k = 5K27 (4% +4). 注意 到 对 于 t > 0, et < 
et, 并 且 由 (2.4.2)-(2.4.6) 我 们 可 以 得 到 


























t 
D(t) < 5K?e™'D(0) + k | es)D(s)ds. (2.4.7) 
0 


注意 到 在 不 等 式 (2.4.7) F(A D(e) 控制 , 并 满足 


Dt) = —wD(t)+kD(t) 
D(0) = 5K?D(0). 
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EEH -w +k <0, 以 指数 速度 D(t) 0, 也 就 是 说 
w > 5K2L (== + 4) (2.4.8) 


注意 到 (2.4.8) 成 立 当 且 仅 当 
1+2% 4 1 
w? w s 5L 
因此 , 当 最 后 的 不 等 式 成 立时 , D(t) 以 指数 速度 收敛 到 0. 
特别 地 , 若 设 Y( 是 唯一 C22- 有 界 解 或 者 是 方程 (2.3.1) 的 依 分 布 概 自 守 解 ， 
我 们 可 以 得 到 其 是 在 均 方 意义 下 全 局 渐 近 稳定 的 . 证 明 完毕 . 口 





























注 2.4.1 由 稳定 性 定理 的 证 明 ， ets 在 C2(P,H) 
中 的 任意 解 在 均 方 意义 下 都 是 全 局 渐 近 稳定 
82.5 ”应 用 
在 本 节 中 , 我 们 给 出 三 个 例子 来 应 用 我 们 得 到 的 结果 . 
例 2.5.1 我 们 考虑 由 双边 Lévy 噪音 驱动 的 常 微分 方程 : 


cos V2t + sin V3t y 
dss —__2 — 
6 + cos V5t +1 











1 
) dt 十 3 sin(y + cos V3t + cos V2t)dW 


(2.5.1) 


1 ~ 1 sin? (V3t) 
十 =yN (dt, da +f =y = Nid 
is 3” meaa zl>1 3 34 cos Vat + cos VBL W(dt, de) 


=: (Ay + f(t,y))dt + g(t, y)dW + i i F(t, y, £)Ñ (dt, dx) + G(t, y, £)N (dt, dx), 


lzl>1 
其 中 W 是 一 维 Brownian 运动 , N 是 独立 于 W 的 Poisson 随机 测度 . 显然 4 Æ 
ATR 上 的 一 个 耗 散 半 群 其 中 K = 1, w = 6. 注意 到 f,g 是 均 方 概 自 守 的 ， 
FG 是 Poisson 概 自 守 的 ，f,g, FG 关于 y 的 Lipschitz 常数 可 以 分 别 设 为 2/5， 
1/3, 1/4, 1/3. 若 取 五 = (2/5)? = 4/25, MA 


1 4 
= Wi 了， < 一 
ke w” S 35 fest 3 v(dz) < $ 
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即 
v((=1, D<% E p< 
因此 定理 2.3.1 中 的 Lipschitz 条 件 (2.3.4)-(2.3.7) 是 满足 的 . 
由 于 系数 同时 满足 Lipschitz 和 全 局 线性 增长 条 件 , 通过 经 典 的 存在 唯一 
性 定理 (例如 见 [2, 定理 6.2.9) ) 或 者 引 理 2.4.1, 我 们 知道 方程 (4.4.1) 有 一 个 全 
局 时 间 解 . 不 等 式 (2.3.8) 和 (2.3.9) TRA 


14+2b 2 .25 和 1 十 20 4 25 


36.6 < 16 36 6 S32" 





即 对 上 述 不 等 式 分 别 有 b < 173/8 和 b < 25/16. 由 定理 2.9.1 Hr((-1,1)) < 
64/25, b < 36/25, 则 方程 (4.4.1) 有 唯一 C2- 有 界 温和 解 ;: 进一步 的 , 这 个 唯一 C2- 
有 界 解 在 同样 的 条 件 下 是 依 分 布 概 自 守 的 .由 定理 2.4.1, 在 同样 的 条 件 下 ， 
我 们 可 以 得 到 这 个 依 分 布 概 自 守 解 是 在 均 方 意义 下 全 局 渐 近 稳定 的 .我 们 
可 以 看 到 在 b < 36/25 的 条 件 下 , 任意 大 的 跳跃 都 是 可 能 发 生 的 . 


例 2.5.2 考虑 在 区 间 /0,1) LAA Dirichlet 边 值 条 件 的 随机 热 方程 : 


abe 6) = o att J+ (sin V2t + cos V3t)u(t, £) 4 sin V2t - u(t, €) OW 
€? € 6(u2(t, €) + 1) 3(cos V3t + 2) Ot 
cos V2t sin u(t, §)0Z 
“TD aeh t> OE 0,1) 
= =o + f(t,u) + glt, wo + h(t, u, nse, 
u(t,0) =u(t,1) =0, t>0. 





(t,€) (2.5.2) 


这 里 W 是 在 12(0,1) 上 的 Q-Wiener 过 程 满足 TrQ < œ, Z 是 在 L?(0,1) 上 的 
与 W 独立 的 Lévy 纯 跳 跃 过 程 . GLA 是 Laplace HF, WA: D(A) = H2(0,1) N 
HA(0,1) > 17(0,1). ZAH =U := 17(0,1). 则 随机 热 方 程 在 Hilbert 空间 了 H 上 可 
以 写成 一 个 抽象 的 发 展 方程 
dY = (AY + FEY) + Gt Yaw + | H(t, Y, z)Ñ (dt, dz) (2.5.3) 
lzlv<1 


十 / H(t,Y,z)N(dt, dz), 
lelv21 
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这 里 
Y:=u, F(t,Y):=f(t,4), GY) =g(t,u), 
A(t,u, Z)dZ := H(t, Y, z)N(dt, dz) +f H(t, Y, 2)N (dt, dz), 
lzly<1 lelv21 
其 中 


a= f Nae) + f 2N(t,dz), H(t, Y,z) = h(t,u, z)z. 


lzlv>1 
为 了 简便 起 见 ,我 们 假定 在 ZL2(0,1) 上 的 Lévy 纯 跳 跃 过 程 Z 是 可 以 通过 Lévy- 
Ito 分 解 定理 分 解 的 . 注意 到 算 子 4 AIHE n, 并 且 在 了 H 上 生成 了 
一 个 Co- 半 群 T(t) 满足 对 t > 0, ||T(H)|| <e, PPK =1 Hwan? RKP gh Žž 
Fy 的 Lipschitz 常数 可 以 分 别 设 成 1/3,1/3,1/4. SL = max{1/32, Qlliww)/32, 
v(B,(0))/42,b/42} 时 ，Bi(0) RU 中 以 圆 点 为 中 心 1 为 半径 的 球 , 定理 2.3.1 中 
的 Lipschitz 条 件 (2.3.4)-(2.3.7) 是 满足 的 . 最 后 , 注意 到 已 G 是 均 方 概 自 守 的 并 
EH 是 Poisson 均 方 概 自 守 的 . 再 由 引 理 2.4.1, 方程 (4.4.3) ELP, H) 上 有 一 
个 全 局 时 间 解 . 
将 不 等 式 (2.3.8) 和 (2.3.9) 分 别 变 为 

和 < 让 + idek 
我 们 注意 到 若 要 (2.5.4) 中 的 不 等 式 成 立 , |@llzum, v(B1(0)), 和 b 都 不 能 太 大 ; 
具体 可 参见 2.3.1 (ü). 由 定理 2.3.1, (2.5.3) (也 就 是 (4.4.3)) 有 唯一 L?- 有 界 温和 
AR, 若 (2.5.4) 中 的 第 一 个 不 等 式 成 立 ; 进一步 , 这 个 唯一 C2- 有 界 解 是 依 分 布 
概 自 守 的 , 若 (2.5.4) 中 的 第 二 个 不 等 式 成 立 . 由 定理 2.4.1, SERS < tm 


= 


立时 , BO ARBRE TEL FS BMERY SR BAL 


成 立时 , 这 个 C?- 有 界 解 既是 依 分 布 概 自 守 的 还 是 在 均 方 意义 下 全 局 渐 近 稳 
定 的 . 





例 2.5.3 考虑 在 区 间 [0,1/ 上 具有 Dirichlet 边 值 条 件 的 随机 阻尼 波动 方程 : 


TUE =~ ATE E) + Tee) + SEUD) tol us) EE 





$ ht ut E) Z(H) DE), t>0,€ € (0,1), 
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u(t,0) =u(t,1) =0, t>0. 


这 里 a > 0 为 常数 , figh 是 具有 下 面 给 定性 质 的 连续 函数 , W 是 在 L?2(0,1) 
上 的 Q-Wiener 过 程 满足 TrQ < co, Z 是 在 [2(0,1) LHW 独立 的 Lévy 纯 跳 跃 
过 程 . GRA 是 Laplace $F, 则 4 : D(A) = H2(0,1) N HE(0,1) > L2(0,1)， 定 
XH := H(0, 1) x 17(0,1). + 


则 随机 阻尼 波动 方程 可 以 改写 成 在 Hilbert ZAH 上 的 抽象 发 展 方程 
AY = (AY +F(t,Y))dt + G(t,Y)dW + ip H(t, Y, z)N(dt, dz) (2.5.5) 
|zlzz<1 


+f H(t, Y, z)N(dt, dz), 
lelp221 


fo t s| 28 

ja ( A -2al ) ee ( a ae l 
ï 0 

F(t, Y) := ( Ftu) ) » GEY)dW := P u)dW ) ; 


0 m 
( hit, u, Z)aZ ) =f, „6Y aada + | YING) 


其 中 


这 里 


Z(t,€) = [Mees a zN(t,dz), 


0 
Heese) = ( A(t, u, z)z ) i 


类 似 于 上 例 , 我 们 假设 L2(0,1) 上 的 Lévy 纯 跳 跃 过 程 Z 是 可 以 被 分 解 的 . 由 
[61, 4) 32.4.7.3), 对 于 正常 数 K 和 w, HFA 生成 了 一 个 C9- 半 群 满足 指数 耗 散 
性 (2.3.2). 

我 们 假设 连续 函数 f(t,u), glt, u) 和 h(t,u,2) X Fu È Lipschitz #9 FL Lipschitz 
常数 于 t,2 AK. 则 由 [3, 13.1 7], BHF 和 G 在 相关 的 发 展 方程 (2.5.5) PR 
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FY 是 Lipshictz 的 ， 进 一 步 假设 f,g,h 在 通常 条 件 下 是 均 方 概 自 守 的 ， 则 F 
和 G 是 均 方 概 自 守 的 .最 后 令 Poisson 过 程 2 的 强度 测量 ” 使 得 1 是 Poisson 
均 方 概 自 守 的 并 且 关 于 Y 在 (2.3.6)-(2.3.7) 意义 下 是 Lipschitz 的 . 举 一 个 简单 
的 例子 , 若 h(t,u,2) = h(t,u) 和 || ,> |z|22z(dz) 是 有 限 的 , WH 是 Poisson 均 
方 概 自 守 的 , FAW 13.1 F) H 满足 Lipschitz 条 件 的 要 求 ， 因 此 由 引 
理 2.4.1, 方程 (2.5.5) 有 一 个 全 局 时 间 解 ， 注 意 到 当 f,g,h 的 Lipschitz 常数 小 
时 , F, G, HAY Lipschitz 常数 也 小 . 国 此 , 由 定理 2.3.1 和 2.4.1, 随机 阻尼 波动 方 
程 有 一 个 依 分 布 概 自 守 解 , 并 且 当 f,g,h 的 Lipschitz 常数 适当 小 使 得 (2.3.9) 成 
立时 , 该 解 是 在 均 方 意义 下 全 局 渐 近 稳定 的 . 
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第 三 章 Lévy 噪音 驱动 的 具有 指数 二 分 性 的 随机 微分 方程 的 
概 自 守 解 


在 本 章 中 , 我 们 主要 研究 了 Lévy 噪音 驱动 的 具有 指数 二 分 性 的 随机 微分 
方程 慨 自 守 解 的 存在 性 问题 . 通过 应 用 Banach 不 等 点 定理 , 指数 二 分 性 和 随 
机 分 析 的 一 些 知 识 , 我 们 证 明了 方程 有 界 解 的 存在 唯一 性 . 而 且 , 在 在 适当 
的 条 件 下 , 我 们 可 以 得 到 此 方程 的 唯一 有 界 解 是 依 分 布 概 自 守 的 . 

本 章 第 一 节 介 绍 了 指数 二 分 性 和 'Acquistapace-Terreni' 条 件 ; 第 二 节 讨 论 
了 另 一 种 形式 的 Gronwall 引 理 ; 第 三 节 证 明了 Lévy 噪音 驱动 的 具有 指数 二 分 
性 的 半 线 性 随机 微分 方程 的 有 界 解 的 存在 唯一 性 , 而 且 在 给 定 的 条 件 下 , 此 
方程 的 唯一 有 界 解 是 依 分 布 概 自 守 的 ; 第 四 节 给 出 两 个 例子 来 应 用 本 章 得 
到 的 结果 . 












































83.1 指数 二 分 性 和 Acquistapace-Terreni 条 件 


WB 为 Banach 空间 .定义 Z(B) 表示 所 有 从 B 到 B 的 有 界线 性 算 子 构成 
的 空间 ， 


定义 3.1.1 ELP, H) 上 与 4(t) 相 关 的 一 族 有 界线 性 算 子 {U(t,s):t> s, t,se 
R} 称 为 算 子 的 发 展 族 , 若 下 面 的 条 件 成 立 : 


1. 对 任意 的 t >r > s, 有 U(t,s) = U(t,r)U(r, s); 

2. Mt eR, 有 U(t,t) =1; 

3. 对 任意 的 t > s 有 (t,s) > U(t, s) € Ly(L2(P,H)) RARE; 
4. U(-,8) € C1((s,00), Ly(L2(P,H)) H2U(t,s) = A(t)U (t, s). 


FEM 3.1.2 一 个 发 展 族 {U(t,s) :t > s, t,s € R} 称 为 具有 指数 二 分 性 , 若 
有 关于 t 一 致 有 界 且 强 连续 的 投影 P(t), te R, 常数 K > 1 和 w > 0 使 得 


1. P(t)U(t,s) = U(t, s)P(s); 
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2. U(t,s) 的 限制 Uj(t,s) : J(s)L2(P,H) > J(t)L2(P,H) 是 可 逆 的 (我 们 可 设 U(s,t) := 
(Ult, s))“Y) 


3. 对 t > s, A\|U(t, s)P(s)|| < Ke WO; 并 对 t < s, AU (t,s)J(s)|| < Ker, 
其 中 J(s) = I — P(s). 


引 理 3.1.1 [62] % A(t) 满足 “Acquistapace-Terreni” 条 件 (ATCs)， 也 就 是 说 ， 
存在 常数 MX > 0, 0 € (#,7), L,K > 0, 和 a,B € (0,1] MRat 8 > 1 使 得 对 
于 t,s €R, à € E := {À € C — {0}: Jarg A] < 0} A 


Za U {0} C p(A(t) — Ao), I[R(A, A(t) = Ao) || < 





1 十 |A| 


ICAC) = Ao) RA, A(t) = Ao) [RA0, A(t) — RO0, A(s) < Lit = sll. 


则 在 C2(P, 王 ) 上 存在 唯一 的 一 个 发 展 族 {U(t,s):t> s，t,s€ RR}. 


§3.2 “ 另 一 种 形式 的 Gronwall 引 理 
受 [50] 和 [63] 的 启发 , 我 们 得 到 了 下 面 形式 的 Gronwall 引 理 . 


引 理 3.2.1 假设 对 任意 的 te R, AR Bka: RoR Ra! =lim sup。,+o @(8) < 
ab 常数 frr > 0, dirbam > BW+E 其 中 B := Dh By € = Diva bo 
g:R>R ATER HREM EE ER, 有 

















t t 
g(t) <a(t) +6: f eaglasta f e*t- g(s) ds (3.2.1) 
一 oo -oo 
co oo 
+ Bata J ett) g(a) ds +--+ + Bon | e% (9) g(s) ds. 
t t 


令 5 := minicicon di. 则 对 任意 的 ye (0,6 - 28 —€], 有 





2 t 
g(t) < + (=) af eT (G(s) —a’)ds, VtER, (3.2.2) 
这 里 M(t) := sup, als) 对 任意 的 tE RR 成 立 . 


40 


第 三 章 Lévy 噪音 驱动 的 具有 指教 二 分 性 的 随机 微分 方程 的 概 自 守 解 


证 明 OES) = B/B i=l., n,€ =;,/€,i=n+1,...,2n,a/ = limsup,_,,,, a(t). 
则 w < a(t) 对 任意 的 te R 成 立 . WS={teR: g(t) >A 学 对 vt e R\S, 我 们 
总 有 (3.2.2). 令 








ee 








teR\s ’ 
则 v(t) 是非 负 且 有 界 的 . 对 vt es s, BUNA g(t) = v(t) + 88. 则 对 vi € s, 
vt) + Fs 一 EOE aratan (wl) + =" 
2n ba! 
+ p> 6 Vs) + =a ds 
j=l+n 
n t 2n 00 
rn eSi(t™s)y(s)ds+ y, af ei) y(s)ds 
i=1 roe j=lin vi 
TE = (daft en Fi(t- ds + 5 Bi 六 eu] 
j=1+n 
2n 
sadya f e®t9y(sjds+ 》 2; i e% t-9y(s)ds 
El j=l+n ”~ 
bal B+E 
tpe T 
BI 


n t 2n 00 
v(t) < alt) a + > af el) y(s)ds + > af e&il97(s)ds. 
i=1 "00 t 


j=l+n 











对 Vt € R\S, 由 v(t) = 0, 我 们 有 


2n ea 
v(t) <a(t)—a’ +) Bi eH) y(s)ds + B il) y(s)ds. 
j 


























i=1 ee j=l+n 
Alt, 对 vt € R 
2n óo 
v(t) < alt) —a! Daf em)y(s)ds + X sf obi 9) y(s)ds. 
il o9 j=lin t 
现在 我 们 米 证 明 lim， ,;w v(t) = 0， 反 证 法 , 假设 此 结论 不 真 , 则 有 + = 


limsup 400 v(t) > 0 且 Y9 € (0, 1), 使 得 lim sup, p40 v(t) = y < 0-17, 即 存在 bo > 0, 
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对 任意 t > to, 都 有 w(t) < 0-17. 则 
n t 2n 00 
v(t) a(t) a+ Daf e Flt) y(s)ds + Dw Bf e®lt-)y(s)ds 


j=ltn t 


<a(t) — a’ + fe eH) y(s)ds 


r(A f" eds + > afe eas). 
i=l 0 


j=l+n 


Wt 一 +00, 则 我 们 有 


2n 


his Sisig i, AE 
yso Eafe a+ a fe as) <0 ae mae 


j=l+n 





由 9 WERTER < 1, REPOR <1. My < oy BE < ,这 与 
已 知 矛盾 , 反 证 法 结束 . 

4 f(t) = sups (s), 则 f(t) > v(t) 且 f(t) 是 一 个 单调 非 增 有 界 函 数 . 对 任 
Rit e R, 存在 ti > t 使 得 


rof =f) =v(h) tSssh 





< f(t), by S'S 
则 


f(t) = v(t) Salti) — a’ + vA A e™®lt-s) f(s)ds+ 5 bi f eh 7s) f(s)ds 
i i = t 


2n 


+> ah es(u7s) f(s)ds 


j=l+n 
n tı 
=a(tı)—a' + A Bi fe e&t- f(s)ds+ > af e F649) f(s)ds 
i=1 t 
2n 
+ ya B; fe -5s F(t, + s)ds 
j=l+n 


t n tı 
<Sa(tı)—a' + È af e (4-5) f(s)ds + f(t) [> af e 84-9 dg 
Re il t 
+ 2 afe eas 


j=l+n 
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<a(ty) — +a f 


t 
i=1 “= 


2n - 
+ > af ehsa] 


j=l+n 


n t 2n b: 

=alti) —a +), af ed) F(s)ds + f(t) >, = 
i=l -00 i * 
n t 

<a a+ oA ri eee sda PES Fn, 


类 似 于 [50, 引 理 3.3] 的 证 明 , 我 们 有 


af aKo site 6 Po ' 
T (e Daf di( oo) Sp (a(t) — a’). 





则 


t 
一 oo 


n 6 t 
oS at eatrajjds< 一 5 f al) aas. 
2 / oral. 


将 (3.2.4) TRA (3.2.3) 中 











Tél) < a(t) —al + sya j. “eo f(s) 
< A(t) -—a’ + = - =e" pe™ m e™(&(s) — a’)ds. 
由 于 
6 了 
g(t) 一 和 v(t) < f(t), 
WATER €R, 








2 t 
<= : alt) + (; 一 一 z) ， a f Aat) edd, 


ealt- f(s)ds + f(t) [> bi 站 ends 
i=l 9 


(3.2.3) 


(3.2.4) 
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83.3 Lévy 噪音 驱动 的 具有 指数 二 分 性 的 随机 微分 方程 的 概 自 
ene 


在 本 节 中 , 我 们 考虑 如 下 的 半 线 性 随机 微分 方程 


d¥(t) = 4(0OF(Dd 二 JCYZ(O)d + g(t, Y ())AW (t) (3.3.1) 
+f F(t, Y (t-), x) Ñ (dt, dx) 


lzlu<1 


+f G(t,Y (t-),£)N(dt,dz), teR, 


lzlv>1 








H 








by: R x L?(P,H) > L?(P,H), g : R x L?(P,H) > L(U, L?(P,H)), F : R x 
£2(P,H) x U > L?(P, H), G : R x L?(P, H) x U > L? (P, H) 是 连续 函数 ; W 是 Q- 
Wiener 过 程 , N 是 Poisson 随机 测度 , N 是 N Kt4MZPoisson 随机 测度 . W, N 
AUN 都 可 由 双边 Lévy 过 程 经 过 Lévy-It6 分 解 得 到 . 

在 本 节 中 , 我 们 还 需要 以 下 的 基本 假设 . 








A 


(H1) 由 4A() 生 成 的 发 展 族 {U(t,s) : t > s, t.s c R} 具有 指数 二 分 性 , 即 存在 投 
影 P(t), 常数 K > 1 和 w > 0 使 得 








||U(t,s)P(s)|| < Ke“), Xt> s, 
||U(t,s)J(s)|| < Kee), 对 t < s, 














其 中 ,J(s) = I — P(s). 


(H2) 假设 4A(t) 满足 ‘Acquistapace-Terreni” 条 件 ， U(t, s) 是 指数 二 分 的 且 R(%， A(:))e 
AA(R; L,(£2(P,H))). 则 对 任意 实数 列 {sh,}wen , 存在 常数 5 > 0 和 子 列 {sn}wen 
使 得 对 任意 e > 0, 存在 NeN 有 


[U(t + sn,s+ sn)P(s + Sn) — U(t, s)P(s)|| < ee 9) 


对 任意 n > N 和 t > s 成 立 ; 而 且 , 对 任意 n > N 和 t < s, 有 





[UGE sn 8 + sn)J(s+ sn) — U(t, s)J(s) < eh, 
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(H3) BRS, 9 是 均 方 概 自 守 的 ,， FR, G 是 Poisson 均 方 概 自 守 的 ， 而且/ g, F 
和 G 关于 Y 满足 Lipschitz 条 件 且 Lipschitz 常数 与 t 无 关 , 也 就 是 说 , 对 任 
RNY, Z € £2(P,H) 和 t e R, 存在 与 t 无 关 的 常数 L > 0 使 得 








Elf(t,Y) — f(t,Z)|? < LEIY - Z|}, 
Ell(g(t, Y) — g(t, 2Z))Q"? li u.c2ean) < LE||Y 一 ZIP, 
/ E||F(t, Y, x) — F(t, Z,2)|u(de) < LE||Y — Z|), (3.3.2) 
lzlv<1 


J E||G(t, Y, £) — G(t, Z,z)|?v (dx) < LE|Y — Z|]. (3.3.3) 
|zlw 之 1 


定义 3.3.1 五 -循序 可 测 随机 过 程 {z(jica 称 为 方程 (3.3.1) 的 温和 解 , 若 
对 任意 的 + >r For ER, 其 满足 相应 的 随机 积分 方程 


Y(t) = venver+ f U(ts)/fls¥(s)jas+ f U (t, s)g(s, Y(s))dW(s) 
U(t, s)F(s, Y(s—), N(ds, dz 
+f UGore vo .2Rds.ae) 
U(t, s)G(s, Y (s—), 2) N(ds, dx). 
+f fv) YG DN a) 


引 理 3.3.1 假设 (H1) 和 (H3) RÈ. B(33.1) 有 一 个 C2?- 有 界 温和 解 ， 则 
此 [2- 有 界 解 必然 是 C?- 连 续 的 . 


证 明 ”由 条 件 (H1) 可 知 |U(t,s)P(s) < Kew) 对 任意 的 + > s 成 立 ， 
且 |xtts)J(s) < Ke-9 对 任意 的 t < s RL. FY (t) 是 方程 (3.3.1) WAH 
fe, 根据 Cauchy-Schwarz 不 等 式 , Ha 等 距 及 Poisson 随机 积分 的 性 质 , 我 们 可 以 
推 得 对 t > r, 有 





EllY(t) — Y (rn) 
2 
<5E||U(t,r)¥ (r) — Y (r) ||? + 5E If U(t,s)P(s) f(s, ¥(s))ds 








+5E 





| U(t, s)P(s)g(s, Y(s))dW(s) 








+ 5E|| EL m U(t,r) P(s)F(s, Y(s—), £)Ñ (ds, dz)||? 


xt 
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t 
+f f U(t, r)P(s)G(s,Y (s—), £)N (ds, dx) ||? 
r vele>l 
t t 
S5EJU (Y (r) -YOP +58 f tds f Ell f(s, y(s))l2ds 
t 
AKD f Bgl, YOP cads 
"t 
+ 5K a J / E||F (s, Y (s—), 2)||?v(da)ds 
r Vlzlv<1l 
t 
+ SK (0 gi [ E||G(s, Y(s—), x)||?v(dax)ds 
r v \rly21 
t t 
+2 / [ 1 v(aayas- f / E||G(s, Y(s—), x)||?v(dx)ds 
r vele>1l r ylzlv>l 
t t 
S5EJU (Y (r) - Y0)? +5K? f ras. f EI Yas 
t 
+n? f Ellg(s, ¥(s))Q*? I?ve mds 
t 
+e f f E|| F(s, Y (s—), «)||?v(dx)ds 
r J|eļy<1 


t 
2 = 2 
+ 5K gi /eer ),z)l-z(dz)ds 


t t 
+2/ / 1 vdads f | E||G(s, Y(s—), 2)||?v(dx)ds|. 
r “zlu>1 r Vlzlv>1 





F 任 意 的 z € H, 根据 Z(.,) 的 定义 , RITE St >rt 时 , Ult, rje- z 


|| 一 0. 


注意 到 |IU(t,7) — I|? EllY (r)? < 00. 根据 Lebesgue 控制 收敛 定理 , 当 t 一 + 时 ， 
E|U(t,r)Y(r) — Y (r)? > 0. 由 已 知 (H3) 和 Y(.) 是 C- 有 界 的 , 类 似 于 第 二 章 定 


理 2 


和 
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.3.1 第 一 部 分 的 证 明 , 由 注 2.2.1 和 命题 2.2.2 (3), 我 们 有 


sup Ell f(s, ¥(s))||? < co; 
sER 





sup Ellg(s, Y (8))Q"? ll} weem) < ooi 
# 


sup f E||F(s, Y (s—), 2)||?u(da) < 00; 
lzlv<1 


sER 


sup f E||G(s, Y (s—), x)||?u(dx) < œ. 
s€R J |z|u21 


(3.3.4) 


(3.3.7) 
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因此 当 t 一 r+ 时 , EYE) -Y (r) 一 0， 通过 类 似 的 方法 , 我 们 还 可 以 得 到 
Ht > r- 时, BIY(t) —Y(r)||2 3 0. 综 上 所 述 ,Y(.) 是 22- 连续 的 . 

注意 到 若 Y(t) 是 C- 有 界 的 , 则 Y(t) 是 方程 (3.3.1) 的 温和 解 当 且 仅 当 其 满 
足下 列 方程 

















t t 
rj = Í VESPE Y O+ f U(t, s)P(s)g(s, Y (s))AW (s) 
+f /VP Ye) ), 2) N(ds, dx) 
+f or U(t, 8) P(s)G(s,¥(s—), 2) N(ds, dz) 
-F U(t, s) J(s) f(s, Y (s))ds 一 A U(t, s)J(s)g(s, Y(s))dW(s) 
=/ / U(t, s)J(s)F(s, Y(s—), x) N(ds, dz) 
lzlv<1 


-f J U(t, s)J(s)G(s, Y (s—), £)N (ds, dx). (3.3.8) 
lzlv2>1 





由 此 , 我 们 可 以 得 到 下 面 的 定理 . 


定理 3.3.1 假设 (H1) 和 (H3) RÈ. 若 


1+2 2 1 
w? w ` 16K2L’ 


则 (3.3.1) 有 唯一 的 C2- 有 界 温和 解 . 


证 明 WOR; LP, H) 表示 所 有 从 R 到 L2(P,H) 的 有 界 L2- 连 续 映 射 构 
成 的 Banach 空间 , 其 上 范 数 为 | llo 定义 作用 于 C6(R; LP, H) 上 的 算 子 s 为 





(3.3.9) 


SOO = f TESPA As+ f UE s)Pl)gls, Y aw) 
+f 人 eaPwFGYG-haNas da 
+f /VP YG) Ne) 
-f U(t, 8)I(8)f (s, Y (s))ds — | U(t, s) J(s)g(s, Y (s))aW(s) 
-FL ,DG S)J(S)F(s, Y (s-),2)Ñ (ds, dr) 
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-Sf U(t, s)J(s)G(s, Y (s—), x) N(ds, dz). 
t lzlv21 


我 们 注意 到 若 Y(.) BOA AEE, 由 引 理 3.3.1 的 证 明 , (SY)(.) 是 Cz- 连 续 过 
程 . 因此 , 我 们 可 以 推 得 算 子 s MOR: L?(P,H)) 映 到 本 身 . 下 面 我 们 的 目标 
是 证 明 算 子 s 是 Cv(R; 22(P,H)) 上 的 压缩 映射 . 

XTY, Yo € C,(R; £2(P,H)) 和 t € R, 我 们 有 














BUSY) = (SAWI 
= z| Í U(t, 8) P(s)Lf(s, Yi(s)) — f(s, Ya(s))]ds 


+f i U(t,s)P(s)la(s, ¥a(s)) — g(s, Ya(s))]AW (s) 

-f A J. a EPO (s-a) — Fla Yale-) DNs, de) 
+f [Be PCG. Fe) ~ G(s Yas) 21M (Asa) 
- [T EDIO) -Taus 

= Tesli) = os, Yaw) 

= F fe U(t, s)J(s)[F(s, Yi(s—), £) — F(s, Yo(s—), 2)|N(ds, de) 


2 


ee UŒ Na) Gs, ¥i(s—)-2) = G(s, Vals), DN (ds, dz) 








IA 


t 2 
8E I/ U(t, s)P(s)[f(s, Yi(s)) — f(s, Y2(s))]ds 








2 


+sp|/ U(t, s)P(s)[g(s, Yi(s)) — g(s, Yo(s))]JdW(s) 








t 2 
+sp|/ VE POM). 2) = Fess) A) Nas da) 








2 


+8E f f U(t, s)P(s)[G(s, ¥i(s—), x) — G(s, Yo(s—), x)|N (ds, da) 
=o J |zlv 21 








2 


+8E ie U(t, s)J(s)[F(s, ¥i(s)) — f(s, Ya(s))]ds 








a 








48E [ ” u(t, 8)J(s)I9(s. ¥a(s)) — gls, Yal) JAW) 
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2 
+8E 








Py U(t,s)J(s)[F(s, Yi(s—), x) — F(s, Ya(s—), 2)]N(ds, dz) 
t lzlv<1 








pi Le fos U(t, s)J(s)[G(s, ¥i(s—), x) — G(s, Yo(s—), «)|N (ds, dx) 














通过 类 似 于 第 二 章 定理 2.3.1 的 证 明 , 我 们 可 将 上 面 不 等 式 右 侧 的 第 一 和 第 
五 部 分 变 为 





2 


t 
B| S VESPO) -f(s 








IA 


E (f rn) = eaa) 


K*L 
—, sup EllYi(s)— Y2(s)||? 
w seR 


IA 


2 


E Le U(t, s)J(s)[f(s, Yi(s)) — f(s, Y2(8))]ds 








IA 


iis 2 
E ( j, et- f(s,Yi(s))— f (s. Y26))las) 
< = -sup Ell ¥i(s) — Yo(s)||?. 
seR 
通过 类 似 于 [52, 定理 4.2] 的 证 明 , 不 等 式 的 余下 部 分 有 如 下 形式 


E 





| ji U(t, s)P(s)[9(s, Yi(s)) — g(s, Yo(s))]aW (8) 








IA 


t 
kK? (J e™%™lt-9E]|(g(s, Yi(s)) 一 ol 33)QwI2eeeands] 


KL 
oar - sup E ||Y; (s) — Yo(s)||, 
iW seR 


IA 


2 
E 





if U(t, s)J(s)[g(s, Yi (s)) — g(s, Y2(s))|dW(s) 











IA 


al (/ e™t9El|(g(s, ¥i(s)) = g(s, Vals)" Hhcerwsy as) 


IA 


K?L 
<> sup E |Mi(s) — ¥a(s)|, 
W sER 
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2 


E J. I, a U(t, s)P(s)[F(s, Yi(s—), x) — F(s, Y2(s—), x)| N (ds, dx) 














< æf. [MOBI F.%ls—).2) = Fls Ys-) DP vdr)ds 
lzlv<1 
IPL 
< E -sup E || Y; (s) — Y2(s)||’, 
W  seR 





t 2 
s|/ ,VPC Yt) a) — G(s, Y2(s—), x)|N(ds, dx) 





2 


IA 


2E 














ai U(t, s)P(s)[G(s, Yi(s—), £) — G(s, Y2(s—) x)]Ñ (ds, dz) 
-o0 J jelu >21 
2 


+2E If in y U(t, s)P(s)[G(s, Yi (s—), £) — G(s, Yo(s—), z)]v(dz)ds 
KR 2K? e 


w 











Js ab IIM(s) 一 Y2(8)l? 


IA 


2 














E T U(t,s)J(s)[F(s, Yi(s—), £) — F(s, Y2(s—), ©) (ds, dx) 
læly<1 


IA 


K? Il e%lt-9E || F(s, Yi (s—), £) 一 F(s, Yo(s—), x) ||? v(dx)ds 
lzlvu<1 


















































< S supE (6) -Yll 
2 
a U(t, s) J(s)[G(s, ¥i(s—), £) — G(s, Yo(s—), x)] N(ds, dz) 
< 2E U(t, s) J(s)[G(s, Yi(s—), x) — G(s, Yo(s—),«)| N(ds, aa 
zlu>1 
全 
+2E [a m” (t, s)J(s)[G(s, Yi (s—), x) — G(s, Yo(s—), x)|v(da)ds 
2 
< (AEM) sup E YC) = Ya). 
通过 上 面 的 估计 , 对 任意 的 te R, 我 们 得 到 





2 
El(SY)(t) — (S75) < 32K?L 


(1+ 2b) + JE mo — Y2(s)|?, 
sER 
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即 
II(S¥i)(t) — (SY2)(D < n- sip [Y1 (s) 一 ¥a(s)Ik3, (3.3.10) 


其 中 7 := GL (1 + 2b) + EL, 注意 到 
sup ||¥i(s) — Yo(s)||3 < (sup ||¥i(s) 一 Y2(5)ll2)?. (3.3.11) 
sER sER 
将 (3.3.11) 代入 (3.3.10) 我 们 有 
SO) — §(Y2)(t) 2 < V7 IY — Y2llæ- 


因此 ， 
IS¥i — SYllw = sup le) = SY) Hll < V |[Y1 — Vallee 


Hn < 1, 我 们 可 以 得 到 s 是 一 个 Cs(R; LP, H)) 上 的 压缩 映射 . 根据 Banach 
点 定理 ,方程 (3.3.1) 存在 唯一 的 2?- 有 界 温和 解 ue (R; £2(P,H)) 使 得 Su 


7 





m 





Ni 














定理 3.3.2 假设 (H1), (H2) e (H3) RÈ. 若 


LPD S a 1 
w? w ` 72K?L’ 


则 方程 (3.3.1) 的 唯一 C2- 有 界 温 和 解 是 依 分布 概 自 守 的 . 





(3.3.12) 


证 明 ”由 已 知 条 件 (H3), 则 对 函数 ,5, F, G, 和 任意 实数 列 {s} EELS} 
的 子 列 {sa} 使 得 


lim Elf(t+ smY)— fG Y)? =0, lim Elf(t— sn, Y) — f(t, Y)|? = 0; 
im Ell(g(t + sn, Y) — g(t, Y))Q"? IZ uee m) =0, 


lim E|l(9(t — sn: Y) — g(t, Y))Q"? lèu cep my = 0; 


lim E||F(t + sn, Y, £) — F(t, Y, 2)|?v(dz) = 0, 
myoo Jlzlv<1 
lim ElF(t — sn, Y, £) — F(t, Y, x)|2v(dx) = 0; 
n>00 Jizjy<1 
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和 


n0 


lim J E||G(t + sn, Y, £) — Ĝ(t, Y, x)||?v(dz) = 0, 
lzlu>1 


lim ElG(t— sn, Y, £) — G(t, Y, z)||?v(dx) = 0 


n> J ejuv>1 


对 任意 的 te R 和 Y € L(P, H) 成 立 . IF, g, F, G 满足 Lipschitz ALE AK Lipschitz 
常数 L 与 1,g, F, G 的 相同 . 类 似 于 引 理 3.3.1 的 证 明 , F, g, F, G 关于 YY 是 Lipschitz 
我 们 假设 Y(.) 满足 方程 





?0=/ Ul) Ps Fas + 人 U(t,s)P(s)als, Ý (s))aW (s) 
+f | „UENO? G-a) Nasa) 
+ i = U(t, s)P(s)G(s, Ý (s—), 2) N (ds, dx) 
一 三 U(t, 8) J(s) f(s, ¥(s))ds — m U(t, s) J(s)g(s, Ý (s))dW(s) 
-f J,a TEIFI) a) Rasas) 
-f J,a TEO Ÿ(s—), £)N (ds, dz). 


则 根据 定理 3.3.1, 上 面 的 方程 有 唯一 2- 有 界 解 . 

So = s 一 s,. 则 对 任意 的 sc € R, 我 们 可 以 定义 W(o) := W (0+ sn) -W (sn), 
Nalo, x) = N(o+8n,0)—N(Su,) FUN, (0,2) := N(o+5n,2) —N(s,, 2). 注意 到 ww， 
与 W 同 分 布 , N, 于 N 同 分 布 , NV 是 N 的 补偿 Poisson 随机 测度 . 


Y(t+ sn) = f U(t + Sn, 0 + sn)P(o + Sn) f (0 + Sn, Y (0 + Sn))do 
+ f U(t + Sn,0 + sn)P(o + sn)g(o + Sn, Y (0 + sn))dW(o) 
+f f. U(t + 8n,0 + Sn)P(o + sn)F(o + sn, Y (0 + sn—), 7)N,(do, dx) 
—o0 J zly <1 
+ f f - U(t + 5,0 + sn)P(o + sn)G(o + Sn, Y (0 + sn—), 2) N,(do, dr) 
n 
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- [T Utt sma + so tm) sn Y (0 + sn)do 
= f7 U+ smo sn) J(+ sn)glo + sn Y (0 + mm) (0) 
afii, Ut Sma + Sn) (0+ sn) F(a + sn, Y (0 + sn-), 2)Nn(do, de) 
z|y < 
-SI x U(t + Sn, 0 + Sn) J (0 + sn)G(o + Sn, Y (0 + Sn—), 2) N,(do, dz). 
RYC) 满足 方程 
人 -f U(t + $n,0 + sn)P(o + $n) f (0 + Sn, Yn(o))do 
+f U(t+ sn,o + sn)P(o + sn)g(o + sn, Yn(o))dW (0) 
+f I UEH Sm + Sn) P(O + sn) Flo + sm Yalo—), 2)Ñ (do, dz) 
-=o ylzlu< 
+ J U(t + Sn,0 + sn)P(o + sn)G(o + Sn, Ynlo—), £)N (do, dx) 
一 cov |aly 21 
= [Ut + sma + saI + s) flo sn Yala) 
一 i U(t + Sn,0 + Sn) J (0 + sn)g(o + sn, Yala ))AW (0) 
=f fo Ut sm0 + sn)J(0 + Sn) F (O + sm Ya(o—),2)N (do, da) 
zlu< 
- [T [n UEH sma ts) ot saOl + sn Yala), 2)N lao, da). 
zlu> 


则 我 们 不 难得 到 对 任意 的 t € 了 ,YLt+ sn) Yt) 同 分 布 . 注意 到 Y(:) 唯一 
且 £2- 有 界 . 
则 我 们 有 
ElY,(t) — YIP 


2 
<s| 





| * [Ult-+ s0 + sn) P(E + 89) 0 + sn, Ya(o)) — Utt,0)P(0) flo, $ (0))]do 








2 
十 8E I [U(t + sn,0 + Sn) P(o + sn)g(o + sn, Yn(o)) — U (t, 0) P(o)G(0, Ý (2))]dW(o) 








t 
+l ff Wersets)Plot s(t sn 了 (oh 可 
一 ceov|zlu<il 
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2 
—U(t,o)P(o) F(o, ¥ (o—), x)|N (do, dz) 








t 
+ se| J / [U (t + Sn,0 + sn)P(o + sn)G(o + Sn, Yn(o—), £) 
一 cov lzlu>1 


2 
— U(t,0) P(o)G(o, ¥ (o—), x)|N (do, dx) 








+ 8E 








re U(t + 8,0 + Sn) I (0 + Sn) f (0 + Sn, Ya(o)) — U(t, 0) J(0) flo, Y(o))]do 


+8E 








+ f / [U(t + 82,0 + 8n)J(o + $n) F(o + Sn, Yn(o—), £) 
t lzlv<1 


2 
—U(t,o)J(o)F(o,Y(o—), x)|N (do, dz) 











+ / f [U(t + Sn, 0 + Sn) J (0 + sn)G(o + Sn, Yn(o—), £) 
t lzlv>1 


2 
—U(t,0)J(o)G(o,Y(o—), 2)]N(do, dx) 








Hah+h+ht+h. 


根据 Cauchy-Schwarz 不 等 式 , 我 们 有 


2 
h <uE| 











J UEH 500-4 Sa) Pla + SIFO + sn ¥ala)) = fo + sm Y(o))lao 


+2|/ "Ul sno + ss)P(o + ss) — Ut 0) PO fo + so (0))ao 








2 


+24E [ U(t,o)P(o)[f(o + sn, ¥ (a) — F(a. ¥ (0))]do 








oa 2 
+ MB | [7 U sma + sa) sIla + sn Yala) = Ho + sm P (0))do 
t 








oa 2 
+ 24E | [U(t + Sno + 8n)J(o + sn) — U(t, 0) J(a)| f(o + sn, ¥ (0))]do 








2 








+24E i U(t,0)I(o)[f(o + sn, ¥ (0)) — flo,Y(o))]do 














t t 
<ar? f tao. f E22. Bf + sn Yala) = Mo + sn Flo) Pao 
= Ps 
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2 


Ti U(t + Sn, 0 + Sn) J (0 + sn)g(o + Sn, Yn(0)) — U(t, 0) J(o)G(o, Y (0))]aW (0) 
t 








2 
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t t 
十 uef. eo ao. f oe “Ellf(o + sn, ¥ (0) |?do 
oo 


rare f Jie AS"? Bll f(o + sn, Y (0)) — F(o,¥(o))|Pao 





saare [oe “qq. f oF". BILF(o + sn: Yala) — flo + Sn (Oldo 
t 
tae f eao. [e292 BSa + sn, F(a 


+a f oF ae. fe “572. Bil f(o + 5n,¥(0)) — Fle, ¥(0))|?do 





24K?L 
<—— J, eo) . EllYp (0) — ¥(0) |Pdo 
p 


w 


Bias : 
pear f et- . BIl¥,(0) — ¥(0)|[?do + E}, 
w $ 














中 
a es i et) . Ell f(a + sn, Ý (0)) — Flo, Y (0))|?do 
M me is erad-o) Bll f(o + sn, Y (0))|| do 
ak JT A ENS + 5.¥(@)) = Fle, ¥(e))IPda 
A = p 2) Bil f(o + sn, Ý (0))||?do. 
注意 到 


IFO + sn: ¥(a)) — flo + 5n,¥(0))|l2 < VEIY (0) — Ý (0)ll2, 


由 注 2.2.1, 我 们 有 





sup f(0 + sm P(o) < oo 和 sup |If(o, ¥(2) 2 < œ. 


由 已 知 f 是 均 方 概 自 守 的 ， Y(-) ) 是 C2- 有 界 的 . 再 由 e 的 任 EF 意 性 和 Lebesgue 控制 
收敛 定理 , 我 们 可 以 推出 当 ” 一 co 时 , Ep > 0. 
Ito 等 距 , 我 们 可 以 推 得 

















2 











I, <24E | f U(t + sno + sn)P(o + sn)lg(o + sn, ¥n(o)) — g(o + sn, ¥(o))|dW (0) 
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+24E ji [U(t + sn: 0 + $n) P(o + sn) — U(t,0) P(o)]9(o + sn, Y (0))]AW (0) 








t 2 
+24E Í U(t,0)P(a) [g(a + sn, ¥ (0)) — Flo, Y (0))]dW (0) 








oo 2 
+2|/ U(t Sn, 0+ $n) I(E + sn)lg(o + sn, Ya(0)) — glo + sn, ¥(0))]dW(c) 








oa 2 
4248 J [U(t + sm0 + sn)J(o + sn) —U(t,0)J(o)]g(o + sn, ¥ (0))laW (0) 








2 








+ 2B | [7 Ute ooga + s0) -Ao Ylo)aw(o) 








<24E f U(t + sn,0 + sn)P(o + sr) 
= I(g(o + sn, Yn(@)) — glo + sm Y(0)))Q Eoee nyar 
+ 24E f U(t + 8n,0 + Sn)P(0 + sn) — U (t, 0) P(o)|I? 
“lg(c + sn, ¥(c))Q"" lÈ weem 
+ 24E T. U(t,o)P(o)l - II(G(o + sn, ¥ (0)) — Flo, ¥ (0)))Q"P vee my) do 
+ 4E a U(t + 51,0 + sn)J(o + sn)|? 


“|(g(o + sn, Yn()) — glo + sn, ¥(0)))Q"? li uee ny) do 


oo 
+24E U(t + 82,0 + 8n)J(o + sn) — U (t,o) J(a) |)? - ||g(o + sn, Y(o))livcwm) do 








+24E 六 U(t,o)J(o) |? (glo + sn, ¥ (2) — Flo, ¥ (2) )Q*? IR wee ay) do 
surr | "ele0) Bly,(0) — F(0) Pde 
+24K2L ig (2) . Bll¥n (0) — ¥(0) [do + E3, 
t 
其 中 
2 ‘a e (9) . Bll (g(a + sn, Y (0)) — Go, Y (0)))Q"? liucerna 
+242 [ t go), Ellg(o + sn, Y (0))Q™? l? vepar 


+ 24K? J -0 . BIl(g(o + 5n,¥(0)) — Flo, (0) Bu emd 
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a 
$ ue f 9) . Ellg(o + 8n,¥(0))Q" li weem d0: 
t 


通过 类 似 于 8? 的 方法 , 我 们 可 以 得 到 当 n 一 ce 时 , E > 0. 
根据 补偿 Poisson 随机 积分 的 性 质 和 (3.3.2), 我 们 有 


t 
Iz <el / / U(t+ Sn,0 + sn)P(o + Sn) 
一 cc J |aly <1 





2 
+ [F(a + sn, Yn(o—), 2) — F(o + Sn, Y¥(e-), «)|N(do, dz) 








+248] PL, leet saa + Pets — U(t, o)P(0)] 


2 
- F(o + sn, Ý (o—), £)Ñ (do, dz) 








2 
+ 24E 











n J, 5 U(t,0)P(o)[F(o + sn, Ý (o—), £) — F (0, ¥(o—), «)|N (do, dx) 


+248] J fa TEAs 
2 
- [F(o + sn, Ya(o—), £) — F (0 + sn, Y (0—), 2) N(do, dz) 








+ 2 i [we + SnO + Sn) J(o + Sn) — U(t, 0) J(o)] 


2 
- F(o + sn, Y (o—), x) N (do, dz) 








2 











+24E I U(t, o) J(0)[F(o + sn, Y (o—), £) — F(o, ¥(o—), 2)|N (do, dx) 
t lzlv<1 
t 
<ar f / g ultem ||F(o + sn Ynl(o-), 2) 一 下 (ac 十 sn¥(o-),2)|| vdaac 
一 oo ylzle<1 
十 24e2 i / | | F(o + sn,Y(o—), olf v(dx)do 
一 oo J |z|y <1 


2 
v(dx)do 








t 
+ zr f [ e (t-7) E G + sn, Ý (0—), £) — F(o,Y(o-), £) 
=o Y |z| <1 
a [= a 2 
+ max? f / Ce F(a + sn, Ya(o—),2) — F(o + sn,Y(0—), 可 v(dz)do 
t lelu<1 


o0 = 2 
+ ue f I ， (to) ze + Sn, ¥(0-),2)| v(dx)do 
ne 


z! 





iad e ES ma 2 
+a f JA | F(o + 5n,¥(o-),2) — F(o,¥(o-), 2) v(dz)do 
t zlu< 
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t 
SAK? f°) Be) — Y(o) [Pda 











H: e 


z 
HUKL [et BlY,(0) = F (o)l Pdo + Eg, 
t 


H 








Ey 


=K? if ; { a BUF (6 + 5 ¥(0-),2) = B(o,¥(o-),2)||?v(dx)do 
(3.3.13) 


t 
十 24e2 / eMElF(o + sn,Y(o—), 2)||?v(dax)do 
-oo Y |z|y <1 
+24K? f / (Bl F(a + sn, Y (o—), 2) — F(o,Y(o—), 2)|[?v(dx)do 
t lzlv<1 


oo 
+242 f I et- Bl F(o + sn, ¥(o—), x) ||?v(d)do. 
t itl <1 


类 似 于 第 二 章 定理 2.3.1 中 的 证 明 , 由 命题 2.2.2, 我 们 有 




















sup f E||F (0 + sn, ¥ (o—), 2) |?v(dx) < 00 
lzlv <1 


ER 


sop f E||F(o, Ý (o-), x)|? v (ax) < 00. 
lzlv<1 


oER 





已 知 记 是 Poisson 均 方 概 自 守 的 ,了 (-) 是 C- 有 界 的 . 根据 e 的 任意 性 和 Lebesgue 





控制 收敛 定理 , 我 们 可 以 推 得 当 n 一 ce 时 , EF 一 0. 


根据 Poisson 随机 积分 的 性 质 ， (3.3.3) 和 Cauchy-Schwarz 不 等 式 ， 我 们 有 


t 
I, <| / / U(t + Sn, + sn)P(o + Sn) 
-oo oly >1 
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2 








‘[G(o + sn, Yn(o—), £) — G(o + sn, Ý (o—), x) | N(do, dz) 


+246 f [Ue smo + a Plo + a) — UI(t,o)P(o)] 


2 
-G(o + sn, Y(o—), 2) N (do, dz) 














+24E If / Ul(t,o)P(o)[G(o + sn,Y(o—),7) — G(o, Y(o—), 2) |N (do, dx) 
-cov |zlu>1 


2 


第 三 章 Lévy 噪音 驱动 的 具有 指教 二 分 性 的 随机 微分 方程 的 概 自 守 解 


$ 
saml fS U(t + 5,0 + sn) (G+ 5p) 
t lzlu>1 


2 
- [Glo + sn, Ya(o—), £) — G(o + sn, ¥(o—), «)|N (do, dx) 








+ 2 J [we + sn,0 + sn)J(o + sn) — U(t,o) J (o)] 


= 
‘Gl(o + sn, Y(o—), £)N (do, dz) 








2 





+24E ie U(t, 0) J(a)[G(o + sn, Y(o—), £) — G(o, Ÿ (o—), x) |N (do, dz) 
t lzlu>1 








t 
see| J [ U(t+ 8n,0 + 8n)P(o + Sn) 
=o Y ælu 21 


2 
- [G0 + sn, Yala —), £) — G(o + sn, Ý (0—), 2)|N(do, dz) 








t 
+48E / / U(t+ sn,0+ Sn)P(o + Sn) 
-cov |z|y 21 


2 
- [Glo + sn, Yala —), £) — G(0 + sn, Ý (0—),z)]v(dz)do 








+ 48E f J [U (t + sn,o + Sn)P(0 + Sn) — U(t,0)P(o)] 
一 cov |arly 21 


2 
‘Glo + sn, Y (o—), £)Ñ (do, dx) 











+48E W [ee + 8n,0 + 8,)P(o + sn) — Ul(t,o)P(o)] 


2 
-G(0 + Sn, Ý (o—), £)\v(dz)do 








2 
+ 48E 





[ f UC) PG + 50.¥(0-),2) ~ Ele ¥(o-),2)|N (do, de) 











+ 48E 





j. T 7 U(t,0)P()[G(o + sn, Ý (o—-), x) — G(o, Ý (o—), x) |v (dado 








+ ase| / / U(t + Sn,0 + sn)J(o + Sn) 
t lzlvu21 


2 
- [G(o + sn, ¥n(o—), £) — G(o + sn, ¥ (0—), 7)]N(do, dx) 











oo 
+48B J / U(t+ sn,o + sn)J(o + Sn) 
t lzlv>1 
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2 





‘[G(o + sn, Yn(o—), £) — G(o + sn, Y (o—), 7)]v(dzr)do 





+ ase] f [ee + Sno + Sn) J (0 + sn) — U(t,) J(o)] 


2 
“Glo + sn, Ý (o—), x) N (do, dx) 








+ ase] E J, Ut + 8n,0 + Sn) J (0 + Sn) — U(t,o)J(o)] 


2 
-G(0 + sn, Ý (o—), x)\v(dx)do 








+48E U(t,o)J(o)[G(o + sn, Ý (0—), £) — G(o, Ý (0—) 








lzlv>1 


+ 48E 











lzļv21 


t 
sser f e (BY, (0) — Y(o)ldo 
is 


t 
+ 48K7b / e™lt-odo 


U(t, 0) J(o)|G(o + sn, ¥(o—), £) — Ĝ(0, Y (o—), «)|v(dx)do 


x)|N(do, dz) 





4 








t 
: J f e°-E||G(o + Sn, Yn(o—), £) — G(o + Sn, Y (0—), x)|? rv(dz)do 
lzlv21 


t 
+ 48¢? J elt- BIG(o + sn, Ý (0—), x£) || do 
= 
t 
+4820 f eda 


t 
ff eS PENG + 50, Yolo), ovana 
lzlv>1 


t 
十 asi i eI EIIG(a + sn, Y (0—), £) — G(o, Y (o—), £) || v(dz)do 
Jal >1 


+ 48K2b e “(do 
/ eBlG(o + sn,Y(o—),z) — G(o, Y(o- 
lzlu2>1 
十 48 开 2 广 et BY, (0) — ¥(a)||?do 
t 


~ 
+48K°b f ede: 
t 


Jy x)||?v(da)do 





2 


第 三 章 Lévy 噪音 驱动 的 具有 指教 二 分 性 的 随机 微分 方程 的 概 自 守 解 


rie T eI BI|G(o + sn, ¥n(o—), £) — G(o + 8n, ¥(o—), 2) |?v(dar)do 
Il 
十 48ee ie OV BIG(o + sn, Y (0—), 2) |? do 
t 
+ 48e2b | * lag 
| i fi = eat-oBlG(e+sw Yp(0—), 2) |[2v(de)do 
t [zlu>: 
+ 48K? ge ar ERE ts Fe) — G(o, Ý (o—), x) |?v(da)do 
elu 
+ 48K) F de 
T I, et“) BI|G(o + sn, Y (o—), x) — G(o, Ý (o—), 2) |?v(dar)do 
zlr>1 


t 
<48K?L i ewlt- . El|Yp (0) — Ë (0)||?do 


一 oo 


48K2bL 
学 





t 
J _ EY) -oa 


+48K2L | 2-9) . Bll¥,(0) — (0) |[2do 
t 


48K7bL 
+ 
w 





[EE - Polae, 
其 中 
E} :=48K? i I, gO BIG(o + sm Ý (0-),2) — Glo, ¥(o-),2)|?v(de)do 
te 
+ 48e? f et“ BG(o + sn, Ý (o—), 2)||?do 


2 oo 
+ Bev : / f et EIG(o + sn, Yal —), £) || v(dr)do 
0 lzlu>1 


48K2b 
sts 





小 i / oO BIG(o + sn, ¥(o—),@) — Glo, Y (0-), «)|?v(da)do 
lzlv>1 
+48K? T] eV BIG(o + sn, ¥(o—-), £) — G(o, Ý (o—), x)| v(dx)do 
lzlv2>1 


a 
sase f e(-IEIG(o + sn, Y (0—), x)|\’do 
t 
48e2b 
+ 





. F J EIENG(o + sn, Ya(0—), £)|?v(dx)do 
lzlu>1 
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2 oo = m ss 
+2 STS AEG + sn P(o), 2) = Glo. Y(o), (aac. 
w t lzlv>1 





类 似 于 (3.3.13), 我 们 得 到 当 n 一 co 时 , EF > 0. 
通过 以 上 的 估计 , 我 们 可 以 得 到 
Ell¥,(0) — YI? <E” + 96K?L T eelt). EIl¥, (0) — ¥ (0) |[?do 
24K2L ae > 
+ =O + 2b) ix t- . EllY,(o) — Y¥(o)||?do 


+ 96K2L 4 ev). BY, (0) — ¥ (0) do 
t 


24K?L ia 5, 
+——(1+ 26) f et) . Ell Yala) — ¥(a)||?do, 
w t 











Eher = en. 由 引 理 3.2.1 和 (3.3.12), 我 们 推 得 对 任意 te R, 











EllY,(t) — Y(t)|? 一 0, “4 n> oœ 时 . 
注意 到 Y(t+s,) SY, (t) 同 分 布 . 由 定义 2.2.2, 我 们 不 难得 到 在 分 布 意义 下 Y(t+ 
Sn) > Y(t), 当 n > oo 时 . 通过 类 似 的 讨论 , 我 们 还 可 以 得 到 在 分 布 意义 下 对 
任意 的 ie RR, Hn > oo WY, Y(t- sa) > Y (t). 证 明 完毕 . 




















§3.4 应 用 
在 本 节 中 , 我 们 给 出 两 个 例子 来 应 用 我 们 得 到 的 结论 . 
例 3.4.1 考虑 下 列 由 双边 Lévy 噪音 驱动 的 常 微分 方程 : 





dy = (Ay + f(t,y))dt+ g(t, y)dW + / F(t,y,x)N(dt,dx) + G(t, y, x) N (dt, dx). 
这 里 


lzl<1 lzl21 
A:= By t 
0 -6 


0 0 
t, y) := i n = ‘ 
Fey) ( septa "H ) alty) ( $ sin(y + cos V3t + cos V/2t) ) 


17+cos V5t 


0 0 
F(t,y, 7) := ( i ) » Git,y,2) = ( i sin? (V3 ) ， 
Toy 9Y * Speos V2t+cos Vat 
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其 中 W 是 一 维 Brownian 运动 , N 是 独立 于 W % Poisson 随机 测度 ， N AN 的 
AME Poisson 随机 测度 . 显然 条 件 (H1) 和 (H2) 成 立 , 也 就 是 说 , 4 生成 的 发 展 

族 满足 指数 二 分 性 且 K = 1, w= 6; fig 是 均 方 概 自 守 的 , FG 是 Poisson YA 
概 自 守 的 . 令 关 于 y 的 f,g,F,G 的 Lipschitz 常数 分 别 取 1/8,1/12, 1/10,1/9. 由 
条 件 H(3) 中 Lipschitz 条 件 , 我 们 可 以 得 到 常数 L = (1/8)? = 1/64. 因此 , 我 们 


a 1 1 
[amsa ne ig gi” (d) < g 
Bp 
vit 1D) < 这 和 bse. 
则 根据 不 等 式 (3.3.9) 和 (3.3.12), 我 们 分 别 有 
1+2% 2 1+2b 4 8 
g 和 ec med crt 





PPD < 131/2 和 b < 7/2. 根据 定理 3.3.1, Hr((—1,1)) < 25/16, b < 81/64, WA 
程 (3.4.1) 有 唯一 的 C2- 有 界 温和 解 ; 进一步 , 由 定理 3.3.9, 在 同样 的 条 件 下 此 
唯一 C2- 有 界 解 是 依 分布 概 自 守 的 . 


例 3.4.2 BANC R 是 有 界 集合 , 其 边界 90 AC? 类 的 且 局 部 在 Q 的 一 
侧 . 
考虑 抛物 型 随机 偏 微 分 方程 : 


du(t,€) ={A(t, €)u(t, €) + f(t, u(t, €)) }dt + g(t, u(t, €))dW (t, €) 
+ h(t, u(t, €), Z(t, €))dZ(t, €) 


n 


DO nilOaij(t,Diult,E)=0, teR, €€ 29, 


ij=l 
这 里 D; := 2, hgh 是 具有 下 面 给 定性 质 的 连续 函数 , W AQ) 上 的 Q- 
Wiener 过 程 满足 TrQ < œ, Z 是 C2(Q) 上 独立 于 W A Lévy 纯 跳 跃 过 程 , n(&) = 
(M(E) n2(€),---,mn(€)) 是 外 单位 法 向 量 , 给 出 形式 上 的 算 子 族 4(t,6) 为 


n 


A(t,€) = > Š (ater) +aolt,é), teR, EEQ, 


ij=1 
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Hao, aj(i,j =1,2,..., n) 满足 下 列 条 件 : 


( 系数 (aij)ij-1.n 是 对 称 的 , 即 对 任意 的 i,j = 1,...,n, aij = aii 而 且 对 任意 
的 i,j =1,....n, aij € CHR, LAP,C@)) NCR, £2(P, C1) NAAR, LAP, £2(Q))), 
对 we (1/2, 1], ao € CH(R, £2(P, £?(9))) N CR, £2(P, CQ) NAAR, L2(P, £1(0))). 


(ii) SVE GA (t,£) CR xO Fon eR", 存在 co>0 使 得 


SY a(t, nny = coll. 


ij=1 
ZAH = LN). HEBER, ZLPP, H) 上 的 算 子 A(t) 为 


D(A(t)) = {u € W? (9) : 3 ni(-)a;;(t,-)Diu=0 在 an} 
ij=1 

且 对 任意 的 Y € D(A(t)), AY = A(t, 6u(6). 

在 上 述 假设 条 件 下 , 我 们 可 以 找到 满足 条 件 (H1)-(H2) 的 发 展 族 U(t,s); 具 
体 可 参见 [64]. 

我 们 可 以 把 抛物 型 随机 偏 微分 方程 改写 成 在 Hilbert FAH 上 的 抽象 发 
展 方程 

dy = (A(t)Y + F(t,Y))dt + G(t, Yaw +f H(t,Y,2)N(dt,dz) (3.4.1) 


lzle2<1 


+ /MY Na ds), 


这 里 
F(t,Y):=f(t,u), G(t,Y)dW := g(t,u)dW, 
h(t,u, Z)dZ := H(t, Y, z)N(dt, dz) +/ H(t, Y, z)N(dt, dz), 
lele2<l lsle221 
其 中 


Z(t, €) = i ， 2N(t, dz) + f a 2N(t,dz) 和 X(t, Y, z) = h(t, u, z)z. 


为 简单 起 见 ,我 们 假设 2 可 由 Lévy-16 分 解 定 理 分 解 成 上 面 的 形式 . 
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假设 连续 函数 J(t,u) 和 g(t,u) 是 均 方 概 自 守 , X Pu 是 Lipschitz 6% E Lipschitz 
常数 与 上 AK. 则 (3.4.1) 中 的 函数 和 G 是 均 方 概 自 守 , 关于 Y 是 Lipshictz 的 . 
假设 连续 函数 h(t,u,2) X Pu 是 Lipschitz 的 , 其 Lipschitz 常数 于 t,2 无 关 ，Pois- 
son 过 程 2 的 强度 测度 v 使 得 KH 关于 Y 是 Lipschitz 的 且 在 (3.3.2) 和 (3.3.3) 中 
是 Poisson 均 方 概 自 守 的 . 特别 地 , Sr 是 有 限 测度 时 , 对 于 Lipschitz 条 
件 的 要 求 是 满足 的 . 也 就 是 说 , 条 件 (H3) 成 立 . 

综 上 所 述 ，(H1)-(H3) ARAR, PABK 和 f,g,h 的 Lipschitz 常数 适当 小 
的 时 , 抛物 型 随机 偏 微分 方程 有 唯一 的 C2- 有 界 温和 解 u€e L2(P,H); 进一步 ， 
若 f,g,h 的 Lipschitz 常数 足够 小 , 这 个 唯一 C2?- 有 界 解 是 依 分 布 概 自 守 的 . 


第 四 章 “缺少 Favard 分 离 条 件 的 随机 微分 方程 的 概 周期 和 概 
aoe 


本 章 研究 的 是 带 有 概 周 期 和 概 自 守 系数 的 线性 随机 微分 方程 的 概 周 期 

和 概 自 守 解 的 存在 性 . 我 们 证 明了 若 带 有 概 周期 ( 概 自 守 ) 系 数 的 线性 随机 微 
分 方程 存在 一 个 有 界 解 且 其 相关 齐 次 方程 的 所 有 有 界 解 都 是 同 宿 趋 于 零 的 ， 
则 方程 至 少 有 一 个 依 分 布 概 周期 ( 概 自 守 ) 的 解 . 
本 章 第 一 节 介 绍 了 动力 系统 的 概 周 期 和 概 自 守 运动 ; 第 二 节 介 绍 了 依 分 
布 回 复 性 相 容 和 一 致 相 容 运 动 , 研究 了 其 在 动力 系统 中 的 一 些 性 质 ; 第 三 节 
证 明了 由 Gauss 噪音 驱动 的 缺少 Favard 分 离 条 件 的 线性 随机 微分 方程 的 依 分 
布 概 周期 和 依 分 布 概 自 守 的 存在 性 ; 第 四 节 给 出 两 个 例子 来 应 用 本 章 得 到 
的 结果 . 









































at 



































§4.1 动力 系统 的 概 周 期 和 概 自 守 运动 
假设 X 和 V 为 完备 的 度量 空间 . 


定义 4.1.1 AX 上 的 动力 系统 定义 为 对 任意 的 r c X, 连续 函数 fr :人 
Rx X 一 和 使 得 r(0,z) = z, 且 对 任意 的 ze X 和 ti,to € R, w(t + tzr) = 
1 (to, T(t, x). 


iam (2) := a(t, £), WW (x, {mi her) 为 X 上 的 动力 系统 . 


定义 4.1.2 假设 (V, {Mher) 为 动力 系统 . 点 a EV 称 为 正 向 ( 负 向 ) Poisson 
稳定 ， 若 存 在 子 列 tf > +00 (tn > 一 00) 使 得 和 (ti,a) > a. 若 点 a 在 两 个 方向 
都 是 Poisson 稳定 的 , 则 称 其 为 Poisson FARE. 





定义 Wo = {{tn} C RAlt a) > a, H n > 00 FY}. 


定义 4.1.3 给 定 e > 0, KK ER MAL 的 ec 移 位 (e 概 周期 ), Sp(a(7,2), 2) < 
€ (对 任意 的 t ER, Ap(x(7 +t, 2), 7 (7,2)) < ©). 
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定义 4.1.4 点 ze X 称 为 几乎 回复 ( 概 周期 ), 若 对 任意 的 e > 0 AAEM 
数 1 使 得 在 任意 1 长 段 中 存在 z eX 的 c- 移 位 (6- 概 周期 ) 


定义 4.1.5 FRc EX 是 几乎 回复 的 且 集 合 有 H(z) := {rt st ER} 是 紧 致 
的 , Wa 称 为 回复 , REX 表示 X 的 闭 包 . 

















ENN: = {{tt} CR: 使 得 tr,z 二 zx H {tr} > oo}. 


定义 4.1.6 对 于 动力 系统 (X， {rher) max e X 称 为 Levitan 概 周 期 , 若 存 
在 动力 系统 (V, hier) 和 概 周期 点 ve V RAM, CN. 


定义 4.1.7 点 zeX 称 为 Langrange 稳定 (st.L), 若 它 的 轨道 {x(t,2) : t € R} 
是 相对 紧 臻 的 . 


定义 4.1.8 对 于 动力 系统 (X, (hice) 点 ze X 称 为 概 自 守 , 若 下 列 条 件 


1x Rst.L; 




















2. BEAN RRV, Other), A(X {mehea) AV. Athen) 的 满 同 态 h 和 概 周 
期 点 ve V 使 得 h-1(v) = {2}. 


注 4.1.1 


局 


. 任意 概 周期 函数 都 是 概 自 宁 的 . 
. 任意 概 周期 点 都 是 回复 的 . 
. 任意 概 自 守 点 都 是 Levitan 概 周期 的 . 


假设 (X, (mher) AX 的 动力 系统 ,V 为 一 个 完备 的 伪 度 量 空 间 ,T 为 vy 上 
一 族 伪 度 量 . 定义 C(X,V) 为 在 紧 开 拓扑 意义 下 所 有 连续 函数 构成 的 族 . 此 
拓扑 可 定义 伪 度 量 族 {dX} (ye PK € K(X)) 为 


SS 


ce 


dx(f,9) := sup 7(f(x), g(2)), 
EK 


这 里 K(X) AX 的 所 有 紧 子 集 构成 的 族 . 对 任意 re R 定义 映射 {o; : r © R}, 
or C(X,V) > C(X, V) 满足 下 面 的 性 质 : 
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1. oo = ido(xw); 
2. cn 0 Ory = On +7 for Yri, Ts € R; 
3. or 对 vr e R 连续 . 


引 理 4.1.1 [65] 由 等 式 c(r, f) := of (f € O(X,V), TER) 定义 的 映射 o : 
及 xC(X,V) > C(X, V) 是 连续 的 , 且 我 们 有 (C(X,V), {or}rer) 为 C(X,V) 上 的 
动力 系统 . 


定义 4.1.9 假设 (V, Athen) AV 上 的 动力 系统 . 连续 映射 p :RxXxV 二 
X 称 为 在 X 上 关于 (V, Other) 的 上 闭 链 , 若 其 满足 下 列 性 质 : 
1. p(0,xz,v) =x (x E€ X,vEV); 
2. p(t +7,2,v) = p(T, p(t, 2, v), A(t, v)) (t,T ER, z € X,v EV). 
这 样 , (yd) 称 为 XxV 上 的 非 自治 动力 系统 . 
假设 p 是 在 X 上 关于 (V, Osher), Y := X x V 的 上 闭 链 , 且 r(b (zw)) := 
(v(t,x,v), A(t,v)). WY, {a rer) EY 上 的 动力 系统 . 


定义 4.1.10 R"- 值 随机 过 程 2(t) 称 为 依 分 布 概 自 守 (或 者 为 +- 周 期 , 回复 ， 
Poisson 稳定 , 概 周期 , Levitan 概 周期 ), GHAR w(t) 是 P(R")- 值 概 自 守 (或 者 
为 +- 周期 , 回复 ,Poisson RR, 概 周 期 ,Levitan 概 周 期 ) 映射 . 


注 4.1.2 我 们 知道 对 随机 变量 序列 来 说 C2 收敛 可 以 推出 依 分 布 收 化 , 所 
AL? 概 自 守 ( 或 者 为 r- 周 期 , AR, Poisson 稳定 , BARN, Levitan 概 周 期 ) 过 
程 必然 是 依 分 布 概 自 守 的 (或 者 为 r- 周 期 , FL, Poisson 稳定 , PAH, Levitan 
概 周期 ); 但 是 反之 不 真 . 




















84.2 ” 依 分 布 回 复 性 相 容 和 一 致 相 容 运动 
§4.2.1 ” 依 分 布 回复 性 相 容 运动 


假设 (2,A) 为 在 XxY 上 的 非 自治 动力 系统 . WY, {rijher) 是 Y =X xV 
上 的 动力 系统 , 这 里 x(t, (zz)) := (g(t,2,0), A(t, v)). 
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定义 4.2.1 EN, C Ny, 则 点 y EY 称 为 关于 aey 回复 性 相 容 . 


注意 到 若 a € V 为 Poisson 稳定 的 , 则 存在 子 列 {ltu|} 一 +00 EEA, a) > 
a, 即 {t,} € Na. 根据 定义 4.2.1, RMAN, C Ny, Aft} E Nya. 因此 , 存在 子 
Bil {\tn|} 一 +00 Erta y) > y, Bly 是 Poisson 稳定 的 . 通过 上 面 的 论述 , 进 一 
步 我 们 还 可 以 得 到 下 面 的 注 . 

注 4.2.1 [66] 若 点 vy EY 是 关于 a EV 回复 性 相 容 的 , 且 点 a 是 平稳 的 (或 
者 为 +- 周 期 , MAF, Levitan MAH, 回复 ，Poisson 稳定 ) 则 点 y 也 是 平稳 
的 (或 者 为 +- 周 期 , 概 自 守 , Levitan MAHA, © 4, Poisson 稳 Z). 


EN 

















Ea = {E0)lya Hin} € Na 使 得 rt le 4 E(-)lvads 

XEY, := fysyly:=(zalsXx{fol 且 ”意味 着 逐 点 收敛 

定义 4.2.2 假设 (P,A) AXxV 上 非 自治 动力 系统 , M 是 Y 上 子 集 . 若 对 
任意 的 相对 紧 子 集 V'CV, {yeYly=(z,v)EXxV'}NM RY 中 相对 紧 子 集 ， 
则 子 集 M 称 为 条 件 相 对 紧 的 ; 特别 地 , 对 任意 的 w, M, := {y € Vly = (2,0) € 
Y x {HNM 是 相对 紧 的 . ROM 称 为 条 件 紧 的 , 若 它 是 闭 的 且 条 件 相 对 紧 . 

注 4.2.2 假设 X 为 紧 空间 ,Y :XxV. MARY 为 条 件 紧 的 , 但 它 不 是 紧 
的 . 





引 理 4.2.1 [33] 假设 (P, 入) AX xV 上 非 自治 动力 系统 ， Yo := (uo, ao) E 
Y := X x V, (Y, {mjhier) 为 Y 上 动力 系统 , 集合 Quao := {plt wo, a0)t E R} 是 
紧 致 的 . 则 集合 五 (m) := {rlt yt eR) 为 条 件 紧 的 . 


引 理 4.2.2 [65,67] 设 (2,》) 为 XxV 上 非 自治 动力 系统 , (Y, {ihien) 为 了 := 
XxV 上 的 动力 系统 . Bae V 是 Poisson 稳定 点 ,Y 是 相对 紧 空 间 . Me, 是 
EB Yo 的 非 空 紧 子 半 群 ( 半 群 上 的 乘法 为 映射 的 复合 ) 


定义 4.2.3 假设 我 们 给 定 两 个 空间 X 和 V, 其 上 分 别 有 c- 代 数 4 FOB, f: 
X3V A(A,B)-T MRA. 则 对 任意 4 LA RM Ey, 


fxn: Bop(f(B)), BEB, 
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定义 在 B 上 的 测度 称 为 在 映射 1 下 的 测度 的 像 . 
定义 4.2.4 设 Cx AX 的 分 布 . RLY =X xV 的 半分 布 为 Cy := Lx x V. 


注意 到 (w,A) AX x V 上 非 自治 动力 系统 , HY, (hier) 是 Y 上 动力 系 
统 . WW (Ly. {et * mhes) 是 Cx 动力 系统 , 这 里 为 关于 z e X 的 分 布 . 对 任意 
的 j := (es v) € Ly, 令 0(t, py) := (yg? * psA(t,v)) , 则 我 们 不 难 推 得 (LC,，, {94}er) 
为 Cy 上 动力 系统 . 从 而 对 任意 的 y,ys。e Y Alt eR, 我们 可 以 定义 新 的 度量 
为 











By (O(t, hiy), O(t, pr)) = (BPP; * Hears PË * Hea) + PAE, v1), Alt, v0) 
定义 
Nu, = {tn} C R : (EFF A {tn} 一 oo 时 , {0(tn, My)} > pv}. 
定义 4.2.5 EN, C Np, 则 点 zeX 称 为 关于 a eV 依 分 布 回复 性 相 容 . 
定义 4.2.6 FNC, 则 点 v EY 称 为 关于 a e V 依 半分 布 回复 性 相 容 . 


推论 4.2.1 若 点 y EY 是 关于 a eV 依 半分 布 回复 性 相 容 的 , 点 a 平稳 (或 
者 为 r- 周 期 , MAF, Levitan 概 周 期 , |Z, Poisson 稳 Z), 则 Ry 是 依 半 分 布 
平稳 的 (或 者 为 7- 周 期 , WEAF, Levitan 概 周 期 , FZ, Poisson 稳定 ). 


证 明 ”推论 可 直接 由 定义 4.2.6 和 注 4.2.1 得 到 . o 


引 理 4.2.3 RRN A {ult her H(t) : R> PR”) LK FM AMALZ(t) 
的 分 布 族 . Z(t) E LP, R) 是 C2- 有 界 的 , 则 {ju(t)}ier 在 弱 拓 扑 意义 下 包含 
FPR) 中 的 紧 集 . 





五 











证 明 ”假设 A := {ul(t)}rcr, A € B(R"), R" 上 的 Borel 集合 . 对 vt € R, 
u(t, A) := P{Z(t) € A}. 由 已 知 条 件 Z(t) 是 C- 有 界 的 , 则 存在 常数 M > 0 使 
得 suplee EIZE)? < M. 对 Yu € A, 和 v5 > 0, 根据 Chebyshev 不 等 式 , 我 们 有 
当 5 > +00 时 ， 


Ne 到 2 用 — M 
sup u(t, R” — B(0,d)) = sup P{||Z(t)|| > ô} < sup 120" SA 
teR teR tR 2 6 
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这 里 号 (0,5) 是 以 原点 为 圆心 6 为 半径 的 闭 球 . 我 们 注意 到 有 (0.5) AER” 中 的 紧 

集 . 根据 一 致 胎 紧 的 定义 和 的 任意 性 ， WA, 是 一 致 胎 紧 的 . 再 根据 Prohorov 

定理 , WA, 是 弱 相 对 紧 的 , BA, 包含 于 P(R") 中 的 紧 集 . 
定义 



































Eu := {E * cy, Hin} E€ Na Eoln lev, > E * leva 





XEY, := {y € Y |y = (x,a) € X x {a}}, E € Ea- 


51 4.2.4 假设 (P,A) AXxV 上 非 自治 动力 系统 , (Y, {miher) 为 了 := X x 
V 上 动力 系统 . EXC £?(P,R") 是 C2- 有 界 的 , a EV A Poisson 稳定 点 . WE, 
RFR 的 非 空 紧 半 群 ([ 半 群 上 的 乘法 为 映射 的 复合 ), RBC, 是 区 的 
半分 布 . 


证 明 假设 {t,,} EN, FUE € Ea, MA Hin > œ 时 ， X(tn, a) > a. 

已 知 X 是 C- 有 界 的 , 由 引 理 4.2.3, x 的 分 布 C。 AMR. Wey := 
Lx x V 是 条 件 紧 的 . 根据 定义 4.2.2, Ly, 是 紧 致 的 .因此 , 我 们 有 集合 Q := 
Uf9(tm Ly, Jin € N} 是 紧 致 的 . 根据 Tychonof 定理 , {0n in} E QO" 是 预 紧 
的 . 





























类 似 于 在 [65,67] 中 的 证 明 . 注意 到 (C,,{bjiea) 是 Cy 上 动力 系统 , 且 {t,} € 
Mma， 则 当 n > oo 时 ,从 Cr 到 V 的 投影 : 9v(t,, Ly.) = Atna) > a. AE, 
Hin > 00 时 , O7'(tn, Lx) > Ly,, 即 对 任意 的 jw, E€ Ly, AE * pj © Ly,. 因此 ,我 
(ie, ¢ ch" cB. 

现在 我 们 来 证 明 g, JEL 中 的 闭 集 . 

对 任意 ue Lyo RABE + p, EE, < Ty 的 闭 包 中 ,kh eN 是 任 
意 自然 数 , U(E* * py) 为 Fz” PE ny 的 任意 邻 域 , 则 存在 点 wr * py € E, 使 
FIn" * py € U(E * py). SU(N * py) FIn * py 的 邻 域 使 得 U (n° * py) C U(E * py). 
H Fn x Hy € En, 则 存在 te R 使 得 



































tk > k ,p(A(ltk a), a) < 1/k H Olaz E U(n* * py). (4.2.1) 


根据 (4.2.1) i em, Hk > oo 时 ， ONO) eee E * tv 同时 我 们 还 注 
意 到 bo ( Jz € Ly 
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综 上 所 述 &, 是 闭 的 , Ble, 是 紧 致 的 . 
设 &1,&,&3 € Ea, 则 4.8: 一 SS) € Ea. 下 面 我 们 来 证 明 (8&3 * E3) * pty := 
by (EE) € Let. 注意 到 


Lya 


E" x py = (EF * E3) * py E Ly OH lev, > E * ley, (i= 1,2). 


则 有 

ET x (0P, * My) > (G*G) * Hy =O * My, noo 时 ， 
BUFETE H Bing (€* * py) € N 使 得 对 任意 n > na(E* * jy), PE * (02, * piy) € CE， 这 
EUes, JIE * py 的 任意 开 邻 域 . 我 们 固定 n > no(E* * py), WIFE H Bon, (E * 
My) EN 使 得 对 任意 > no(E** py) 和 m > malg" * py), AOL, * 02 Jev, € Ueto su): 
这 里 Uc,g2 eu) C Ueu, JIE (G2, *Hy) 的 开 邻 域 . EEFE {t +02} 的 子 列 { + 
如 } EAE, +2, 一 co 时 ， 














(ting + tres levy > E" * Hy 
Be” x py = (Ef *&) * ny € En 于 是 ,我 们 有 
(EF = &) * E3 * Hy = (EF * &) * My") = py (EF (& (&"))) 
和 
ET * (63 * E3) * Hy = EF * My (Es (63 °)) = Hy (E5'(& (&"))) - 
综 上 所 述 , E, 为 半 群 . 


定理 4.2.1 假设 (P,A) 为 XxV 上 非 自治 动力 系统 , (Y, {mhier) WY = Xx 
V 上 动力 系统 , XLP, R) 是 C2- 有 界 的 . 若 下 列 假设 成 立 : 

















1. 存在 一 个 Poisson 稳定 点 a € V; 
2. AEE Wy, yo € Ya := {y € Y ly := (x,a) € X x {a}}, A 
m plal, y), a(t, y2)) = 
则 对 任意 的 6 e Eq, 存在 唯一 的 we E Ya EDA py, 使 得 6* x py, = Hiya- 
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证 明 ”根据 引 理 4.2.4, E, 是 紧 半 群 . 设 1 c 6 是 紧 半 群 6 的 最 小 左 理想 ， 
uel 为 HERRE, 则 有 w? =u. WHE, ow = 了 (参见 引 理 1.4.3), 对 任意 
的 pw, € Ly, C P(R"), 我 们 有 Eou(1y) = Iy). 

对 任意 的 se & Ally € Yo, 存在 唯一 的 ye e Ya Ete) = Yes 即 集合 (7) 由 
单 点 集 构成 . 反 证 法 我 们 假设 结论 不 真 , WEE, v € Yal Z yo) Eel) = 
ye, (ye Z Ye,i = 1,2). 特别 地 , 存在 子 列 {tl} 一 +00 使 得 


























{rr(tn, yi)} > yg (i = 1,2). 


则 我 们 有 
Plys Yeo) = lim p(n(tn, y1), T(n; Y2)) = 0, 


Bye = ve, SRA IB. HFEYa) C Y 是 由 单 点 集 构成 的 , 则 上 (22) 的 
分 布 也 是 由 单 点 集 构 成 的 . EXM, := u(Ly,), 则 对 任意 的 me M,,, 我们 
Bulu) = My. 另 一 方面 , 不 难看 出 M, 是 由 单 点 集 构 成 的 . 

根据 Heine 定理 和 假设 条 件 对 任意 的 y,y, € Ya, Flim p(T(t, yr), T(t, y2)) = 
0. 则 对 任意 的 y € Ya 和 子 列 |t,| 一 oo(n 一 co)， 我 们 有 








lim z(tn,y) 一 lim z(t, y), 
400 |t|+00 





即 对 估 } € R(i = 1,2), limno (a(th,y), m(#2,y)) = 0. 我 们 注意 到 (Ly, (O}rer) 
Kly 上 动力 系统 . MER. y € Ya, EM py, 和 mo 分 别 为 My 的 分 布 . 
在 定理 假设 条 件 下 对 任意 的 yw € Ly, 我 们 有 


lm By(O(t po), Ot 1a) = 0 





FEM {11} € R(= 1,2), 我 们 可 以 得 到 


lim By (0(ta» Hy), (tps My)) = 0, 





BPI (uy) = u(y) = Mpu- 
注意 到 对 任意 的 mw € Lr, = Uuh, En 0 uly) = Ty) = Mp. 因此 对 任意 
AYE € Ea, BRAVA E * piy = py- 
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现在 我 们 来 证 明 半 群 6, 有 唯一 的 不 动 分 布 . 反 证 法 , 假设 结论 不 真 , 则 
存在 jw Hye © Ly (jw F My) 使 得 对 任意 的 ee Eq, E * My, = hyli = 1,2). 特别 
地 , 存在 子 列 {|t,|} 一 00 使 得 当 n 一 co 时 ， 





By(O(tn, 19), Hy.) > Oi = 1,2). 





于 是 我 们 有 
By (Hays Hye) = Jim, By (O(tn, Hy); O(tn, Hy)) = 0, 
即 = pww, 这 与 假设 矛盾 . 证 明 完 毕 . 口 


注 4.2.3 Bity, y EY Hy Ap. RA Foy, 是 不 同 的 点 , By. 可 以 和 wp 
同 分 布 . 因此 , 一 个 分 布 可 能 对 应 着 两 个 甚至 多 个 不 同 的 点 . 


推论 4.2.2 假设 (w,) AXxV 上 非 自治 动力 系统 , (Y, {mier) AY = Xx 
V EAA RR, y= (z,a) CY. 令 H(y) := {rt EER}. 若 下 列 条 件 成 立 : 


1. 集合 Q(z,a) := {Glt,z, a)|t € R} C LP, R”) 是 C2- 有 界 的 ; 
2. a EV A Poisson 稳定 点 ; 
3. 对 任意 的 ,yo € Hly) NYa, 有 
eee p(a(t, yı), T(t, y2)) = 0, 
FP Ya = {y € Vy := (z,a) € X x {a}}. 


则 存在 唯一 的 WE H(y)N Ya NEDA pya 使 得 对 任意 的 Ee Ea, E * igs = ges 





证 明 ”类 似 于 定理 4.2.1 的 证 明 , 将 空间 改 为 H(y) x H(a), 则 结论 是 显然 
的 . 口 


定理 4.2.2 假设 (P,A) 为 XxV 上 非 自治 动力 系统 , (Y, {mujher) AY = Xx 
V 上 动力 系统 , XOLP R) 是 C2- 有 界 的 . 若 下 列 条 件 成 立 : 
1. 存在 一 个 Poisson 稳定 点 a EV; 
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2. IHE È My, yo € Ya := {y E Yly := (a,0) € X x {a}}, 有 


ie plz(t, yı), T(t, y2)) = 0. 


则 存在 至 少 一 个 点 tw E Yn 关于 a cV 依 半分 布 回复 性 相 容 , 且 使 得 对 任意 
ÉI piy € Cr 


an By (O(t, hy), O(t, Hya )) = 0. (4.2.2) 








证 明 ”由 定理 4.2.1, 半 群 6。 中 存在 至 少 一 个 点 y。e Y 使 得 其 半分 布 是 
唯一 的 且 有 és** pya = pw 我 们 证 明 结 论 成 立 只 需 证 明 半分 布 js 就 是 我 们 所 














PEt} E€ Na, Wit} E Nya, Mt} em, 反 证 法 , 假设 结论 不 真 , 则 存 
在 两 个 子 列 {ti} c {ta}(i= 1,2) 使 得 


lim (tni, Ya) = y(i = 1,2) 
大 一 十 co 发 





pH 








Hy A yo. 因此 ， 





lim O(ty Hya) = pli = 1,2) 


Ay, É hm FEP {O (tus ya) 为 Ey 上 动力 系统 . AA ARLE, 我 们 可 以 假设 
FAO n} WBF cy. DE e+ = limeto Otay), Mee € E, 且 我 们 
有 4p = E * by = G * hy = pz, 这 与 假设 矛盾 . 证 明 完 毕 . 














推论 4.2.3 Rika e V 是 平稳 点 (或 者 为 +- 周 期 , HAF, Levitan 概 周 期 ， 
回复 , Poisson 稳定 )， 则 在 满足 定理 4.2.2 的 条 件 下 , 存在 至 少 一 个 点 y。€ Ya 
是 依 分 布 平稳 的 (或 者 为 +- 周 期 , 概 自 守 , Levitan 概 周 期 , 回复 , Poisson 稳定 ) 
使 得 (4.2.2) 对 任意 的 ye Y 成 立 . 








mm 


TEAR ”推论 可 由 定理 4.2.2 和 推论 4.2.1 直接 得 到 . 
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84.2.2” 依 分 布 回复 性 一 致 相 容 运动 
我 们 令 
Ma = {{tn} C R| 序列 {X(t,a)} 收敛 } 
和 
My = {{tn} C R| 序列 {x(t,,y)} BSG. 


定义 4.2.7 HM, Cm,, Maye y 称 为 关于 a e V 回复 性 一 致 相 容 . 





类 似 于 注 4.2.1, Fa e V 是 Poisson 稳定 的 , 则 存在 子 列 {ltl} 一 +eo 使 
得 X(tn,a) 一 a, 即 存在 {t,} © Ma 使 得 序列 {X(t,,a)} 是 收敛 的 . 根据 定义 4.2.7， 
RIAM, c M, Mita} E My. 因此 , FEF ZHI} 一 +00 使 得 序列 {x(t,,y)} 
收敛 , BY 4|t,| 全 +o 时 , altay) > y. 也 就 是 说 , y 是 Poisson 稳定 的 . 进一步 ， 
我 们 可 以 得 到 下 面 的 注 . 





注 4.2.4 [66] 若 点 y c Y 是 关于 a e V 回复 性 一 致 相 容 的 , Ha 是 平稳 
的 (或 者 为 +- 周 期 ， 回复 , 概 周期 , HAF, Poisson 稳定 定 ), 则 点 y 也 是 平稳 的 (或 
者 为 +- 周 期 ， 回复 ， 概 周 期 ， #4 F, Poisson 稳定 ). 


我 们 令 
My, = {{tn} C RI 序列 {0(tn,1y)} 是 弱 收 敛 的 }， 


定义 4.2.8 HM, C M, 则 点 ze X 称 为 关于 a c V 依 分 布 回复 性 一 臻 
相 容 . 











El 








定义 4.2.9 Fm, C Mu, Way E Y 称 为 关于 a eV 依 半分 布 回复 性 一 


致 相 容 





推论 4.2.4 若 点 y EY 是 关于 a eV 依 半 分 布 回复 性 一 致 相 容 且 a 是 平 
稳 的 (或 者 为 7- 周 期 , 回复 , 概 周 期 , 概 自 守 , Poisson 稳定 ), My 是 依 半分 布 平 
稳 的 (或 者 为 +- 周期 ， 回复 , 概 周 期 , HAF, Poisson 稳定 ). 





证 明 ”推论 可 直接 由 定义 4.2.9 和 注 4.2.4 得 到 . o 
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定理 4.2.3 假设 (yp, 和 ) AX xV 上 的 非 自治 动力 系统 , (Y, {nihier) WY 上 
的 动力 系统 , XC L?(P,R") 是 C2- 有 界 的 ,V 是 紧 的 度量 空间 . 若 下 列 条 件 成 


立 ? 
1 点 a EV 是 回复 点 ; 


2. MEE My, y € {y EYly = (z,v) € X x {v} 对 任意 ve V}, A 





lim p(x(t, yı), T(t, y2)) = 0. 
上 -oo 


则 存在 至 少 一 个 点 ys。E Y 关于 a c V 依 半分 布 回 复 性 一 致 相 容 , 使 得 对 任 
By € Ya 有 (4.2.2). 


证 明 ”根据 定理 4.2.1, 存在 至 少 一 个 点 ww € Y, HEFCE ME Ae 

= jw. 根据 推论 4.2.1, 点 如 是 依 半 分 布 回复 的 . 下 面 我 们 来 证 明 半 分 布 心 
本 为 所 家 
已 知 X 是 C- 有 界 的 , 根据 引 理 4.2.3, x 的 分 布 Cx 是 预 紧 的 . 由 于 V 是 
紧 空 间 , 则 Ey := ZyxV 也 是 紧 致 的 . 令 M := {0(t Hya) : t E€ RY, HP {0(, ry, hier 
是 C 上 动力 系统 . 我 们 注意 到 点 y。 是 依 分 布 回复 的 , 则 有 MM 是 紧 最 小 集 . 

类 似 于 [33] 中 的 证 明 , 我 们 下 面 来 证 明 M := Mn Ly, (对 任意 的 ve 
H(a) := (\(t,a) te R}) 由 单 点 集 构 成 . 反 证 法 , 若 假设 结论 不 真 , 则 存在 qo e 
H(a) Fly. by E€ Mo Eup A up 根据 定理 4.2.2, 存在 至 少 一 个 点 yw H 
关于 go 唯一 依 半分 布 回复 性 相 容 , Bly, € Mo 是 回复 的 ， 这 里 我 们 不 妨 
Belg, = Hn. 由 于 集合 M 是 最 小 集 , 则 存在 序列 {t,} E Ngo En > co 时 ， 
gsj) > Myo 另 一 方面 , 根据 定理 4.2.2, KANNAN, E Ng Mn + co 时 ， 
Olin: Hy.) > My» 这 与 我 们 的 假设 矛盾 . 

现在 我 们 来 证 明 gisc My. Fita} E Ma, Wt} E Mya, Btn} so 我 
们 再 一 次 使 用 反 证 法 ,假设 结论 不 真 , 则 存在 两 个 子 列 {ti} C {in} = 1,2) 使 
得 














































































































mtn Ya) = y(t = 1,2) 








Hy # yo. 因此 ， 











lim (tn; Hya) = My (i = 1,2) 
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Euy A h 其 中 {0(tni, Mya) } Aly 上 动力 系统 . Fa := limno Mtns), Wao € 


H(a) Huy, Hye E€ Mo: 由 于 对 任意 的 g € H(a), M; 是 单 点 集 构 成 的 ， 这 与 假 
设 矛 盾 . 证 明 完毕 . 






































推论 4.2.5 假设 a c V 是 平稳 的 (或 者 为 +- 周 期 , 概 周期 , 回复 ). 若 定 理 4.2.3 
的 条 件 成 立 , 则 存在 至 少 一 个 点 y。E Y 是 依 半 分 布 平稳 的 (或 者 为 7- 周 期 , 概 
周期 , 回复 ) 使 得 对 任意 的 ye Ya 有 (4.2.2) RÈ. 


证 明 ”推论 可 直接 由 定理 4.2.3 和 推论 4.2.4 得 到 . 口 


84.3 Gauss 噪音 驱动 的 线性 随机 微分 方程 的 概 周期 解 和 概 自 
eh 


WL, (B) 表示 Banach 空间 B 上 所 有 有 界线 性 算 子 构成 的 空间 . SCR, L,(R”)) 
表示 所 有 连续 算 子 值 函数 4 : R > aR) 在 紧 开 拓扑 意义 下 构成 的 空间 ， 
(C(R, Ls(R")), {other) ACR, L(R")) 上 的 移 位 动力 系统 . 

考虑 下 列 Gauss 噪音 驱动 的 线性 随机 微分 方程 


dX(t) =A(t)X (t)dt + f(t)dt + g(t)X (t)AW (t) + h(t)dW (t) (4.3.1) 











和 其 相关 的 齐 次 方程 


dxX( =A( X(t)dt + g(t)X(t)aW(t), (4.3.2) 





这 里 4 € C(R, L,(R")), f : R > C(R,R"), 9: R > C(R,R"), h : R > C(R, R”). BR 
了 方程 (4.3.1) 和 (4.3.2) 外 , 我 们 还 可 以 考虑 方程 (4.3.1) 和 (4.3.2) 的 壳 方 程 , 也 
就 是 方程 


dZ(t) =B(t)Z(t)dt + f'(t)dt + g'(t)Z(t)dW (t) + k'(t)AW (t) (4.3.3) 
和 其 相关 的 齐 次 方程 
dZ(t) =B(t)Z(t)dt + g'(t)Z(t)dW (t). (4.3.4) 
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KCB, f',g',h') € H(A, f, g.h) := (Ar fe ge heir ER}, 其 中 47(t) = A(t + 7), 
F(t) := f(t+7), g-(t) := glt +7), h(t) := h(t +7), t € R. ae 方程 的 解 
Alg(t, z, (B, f',g', h')). 
AV := H(A, f,g,h), Y = L?(P, R") x V. Z H(A, fg, h) 上 的 移 位 动力 系 
RAV. other), HEZK (2. (B. f',g', k')) € Y 和 te R 定义 








a(t, (z, B)) := (Y(t, z, (B, f’, g', h')), Be fes gt, hi). 





这 里 我 们 注意 到 y(t, 2, (B, f'g, h) 并 不 是 C2(P,R") 上 的 动力 系统 , 因为 P(t 十 
s 2,(B, f’,g/,h’)) 不 是 方程 (4.3.3) 的 解 . 但 是 p(t,z,(B, f'g, h) IAA ult) := 
vik pe 是 C2(P,R") 的 分 布 P(L2(P,R")) 上 的 动力 系统 . 对 任意 的 jw := (ue, v) € 

P(L2(P, R")) x V 和 Ly := P(L2(P, R")) x V, SOl, py) := (pi * pa, o(t,v)), 则 我 们 
不 难 推 得 (Cy, (her) 为 Cr 上 的 动力 系统 , Bipa) 是 Cy ne cack 
Hi. 


FEM 4.3.1 方程 (4.3.1) 的 解 p e C2(P,Rn) 称 为 依 分 布 回复 性 相 容 (简称 
为 依 分 布 相 容 ) 若 milayrsm CN, 这 里 Bp 的 分 布 , Nasan = {ta} C 
限 |(4 fen Gin Pin) > (A, f 9: h)} FAM, = {{tn} € RIA (ulta) 1) > 0}. 

















51 4.3.1 假设 (4, f,g,h) € C(R, Li(R”)) x C(R, R”) x C(R, R”) x C(R, R”) 
Š Poisson 稳定 的 . 若 下 列 条 件 成 立 : 


1. 方程 (4.3.1) 存在 一 个 C2- 有 界 解 pltzo,(4, 记 9 四); 


2. 方程 (4.3.2) ER 上 的 所 有 C2- 有 界 解 趋 于 零 当时 间 趋 于 co 时 , 即 若 p(t,z,(A 
是 C2- 有 界 解 , 则 
和 lly(t, z, (A, g))ll2 = 0. 
则 方程 (4.3.1) 存在 至 少 一 个 依 分 布 相 容 解 , ERLA EE Ae lA hoh) := 
pR, zo, (A, f,g,h)) 中 . 
证 明 ”我 们 设 (we,c) 是 cy 上 的 非 自 治 动力 系统 . 由 方程 (4.3.1), 我 们 不 
难得 到 (Ly, {9.jher) 是 cy 上 的 动力 系统 . 根据 引 理 4.2.3, 集合 Qizo,(A,f,9,h)) 的 
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分 布 Za oom 是 紧 致 的 ， 再 由 引 理 4.2.1 和 引 理 4.2.4 的 证 明 , 我 们 有 不 变 
SEH (yo) 的 半分 布 Eo) 是 条 件 紧 的 (这 里 yo := (zo, (4, f,g,h)) € Y 且 H(y) := 
{a(t yo)lt € R}). Syn € H(yoNY A on) 其 中 are := £°(P,R")x{(A, f,g,h)} 
(By; = (x; (A, f.g,h)) Ha; € £2(P,R")(i = 1,2)), WA 





ae p(a(t, y), w(t, y2)) = eee let, 21, (A, f, g, h)) — plt, 2, (A, f, 9, h))ll2 = 0. 
应 用 定理 4.2.1, 4.2.2 和 推论 4.2.2, 证 明 完 毕 . 口 


定理 4.3.1 H(A, f.g, h) 是 概 自 守 的 (或 者 为 7- 周 期 , Levitan 概 周 期 , 回复 ， 
Poisson 稳定 ). 若 引 理 4.3.1 的 条 件 成 立 则 方程 (4.3.1) 存在 至 少 一 个 依 分 布 概 
自 守 解 (或 者 为 -周期 , Levitan 概 周期 , 回复 Poisson 稳定 ). 


证 明 ”定理 可 通过 引 理 4.3.1 和 推论 4.2.3 得 到 . oO 


推论 4.3.1 H(A, figh) 是 概 周 期 的 . 若 引 理 4.3.1 的 条 件 成 立 , 则 方程 (4.3.1) 
存在 至 少 一 个 依 分 布 概 自 守 解 . 





























证 明 ”推论 可 通过 定理 4.3.1 得 到 , 因为 任意 概 周期 函数 都 是 概 自 守 的 . 


定义 4.3.2 方程 (4.3.1) 的 解 p e LP, R”) 称 为 依 分 布 回复 性 一 致 相 容 ( 简 
称 为 依 分 布 一 致 相 容 ) FM son C 9 ， 这 里 / 是 p 的 分 布 , Mayon = 
{{tn} © Rl 使 得 序列 {(L4 六 go)} KI} AM, = {ita} C RI 使 得 序 
列 {p4} 的 分 布 {u(tn)} 弱 收 化 } 














引 理 4.3.2 假设 (4, f,g,h) € C(R, L,(R")) x C(R, R”) x C(R, R”) 是 回复 的 . 
若 下 列 条 件 成 立 : 


1. 方程 (4.3.1) 存在 一 个 C2?- 有 界 解 p(t, zo, (A, f,9,h)); 


2. 对 任意 的 B e H(A) 方程 (4.3.4) AR 上 的 LC?- 有 界 解 趋 于 零 当时 间 趋 于 oo 
BY, BP y(t, a, (Bg!) 是 C2- 有 界 解 , 则 


imll z, (B, 0) = 0. 
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则 方程 (4.3.1) 存在 至 少 一 个 依 分 布 一 致 相 容 解 , 其 值 域 在 集合 Qs lA on) := 
2(R,zo (A, f,9,h)) 中 . 


证 明 upo) 是 cy 上 的 非 自治 动力 系统 . 由 方程 (4.3.1) 可 知 (Cy,{bpjien) 
是 cx 上 的 动力 系统 . 根据 引 理 42.3，@uoarem) 的 分 布 Ca jam ERA 
的 . 则 由 假设 条 件 , 我 们 不 难得 到 不 变 集 五 (yo) 的 半分 布 Cr 是 紧 致 的 (其 
中 yo := (a0, (A, f,9,h)) € Y, H(yo) := (a(t, yo)lt € R}. Sy,y € H(y)NYB, fg w) 
其 中 Warren := L2(P,R") x {(B, fg, h)} (Bly: = (zi (B, f, g',w)) 并 Hz; € 
£2(P,R")(i = 1,2)), W 























的 ) = jim | lolt, 21, (B, f°,9,h)) — p(t, 22, (B, f',9',h’)) lz = 0. 


ltl 


应 用 定理 4.2.3 和 推论 4.2.5, 证 明 完 毕 . 


定理 4.3.2 (A, f,g,h) 是 概 周 期 的 (或 者 为 r- 周 期 , 回复 ). 若 引 理 4.3.2 的 
条 件 成 立 , 则 方程 (4.3.1) 存在 至 少 一 个 依 分 布 概 周 期 解 (或 者 为 7- 周 期 , 回复 ). 
































证 明 ”定理 可 通过 引 理 4.3.2 和 推论 4.2.5 得 到 . 














84.4 应 用 
在 本 节 中 , 我 们 给 出 两 个 例子 来 应 用 我 们 得 到 的 结论 . 
例 4.4.1 考虑 下 列 Gauss 噪音 驱动 的 随机 微分 方程 




















dX(t) = a(t)X(t)dt + f(t)dt + g(t)X(t)dW(t) + h(t)AW (t), (4.4.1) 


这 里 a,g © C(R,R) 是 概 周期 函数 定义 如 下 


= 1 t =. 1 LA 
:=—) sin ，g(:= 一 sin- 一 | . (4.4. 
a(t) 2 ary ppa 919 2 ary ii) + (493) 
RMF [33], 令 
i 5 
= sett 1 a. = 
hi(t) =f a(s)ds = DR sin a a) 
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则 我 们 有 当 | 上 一 +00 时 ， 





Ë a 2 ds v2 
y(t) <- 到 < 人/ < -i + -oo 
; cc yt GR +2? 4 zl- Gs +2)? zl 
一 





halt) = Ja P(s)ds = Eo wee Sin? gat 则 有 当 |t| + +00 时 , halt) > 0. 
类似 于 中 的 证 明 , 根据 116 公式 对 任意 的 t+ > 0, 方程 (4.4.1) 的 齐 次 方 
程 的 解 为 


X(t) = X(0)- eh g(s)aW (s)+ fy a(s)—$9°(s)ds 


注意 到 对 任意 的 we R, Ect Ow) = Be3 hold (读者 可 参见 见 [69] 的 第 四 
章 ) 再 根据 Cauchy-Schwvarz 不 等 式 , 我 们 可 以 得 到 
E||X(¢)||? = El|X(0) - eh a(s)aW (8)+ Jo a(s)—39°(s)ds 2 < B||X(0)|/?- efo P(s)ds+2 fy a(s)ds 
也 即 
EIXO? < EIXO)? 0+2, 


由 于 X(t) 是 C2- 有 界 的 , 则 当 t +00 时 ,也 ||X(b| 一 0. 
对 任意 的 r <0, 方程 (4.4.1) 的 齐 次 方程 的 解 为 


X(0) = X (r) - efr (Ws)+ J? als)-39?(8)ds 
也 即 
X(r) = X(0) «ee (s)dW(s)—J? a(s)—4.9°(s)ds 
 Cauchy-Schwarz 不 等 式 , 我 们 有 
E||X(r)) ||? = El] X (0) e7 Jr 994 (0)-SP als) 397 (48 1/2 < BI X CO) eè er PsA? ols)ds, 
也 即 
EIX (r)|? < EJIX (0)? - e7 0+0, 


类 似 的 , 我 们 还 有 当 上 一 -oo 时 , EllX (r)? 一 0. 
综 上 所 述 , S fhe CR, R) 是 概 周期 范 数 且 方 程 (4.4.1) 存在 一 个 C3- 有 界 
解 , 根据 引 理 4.3.1 和 定理 4.3.1, 方程 存在 至 少 一 个 依 分 布 概 自 守 解 . 
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例 4.4.2 考虑 下 列 Gauss 噪音 驱动 的 随机 微分 方程 的 二 维系 统 
dX(t) = A(t)X(t)dt + G(t)X()aW(t), (4.4.3) 
其 中 对 任意 的 t € RR， 
a ( a(t) —b(t) ) 全 ( g(t) c(t) ) l 
ot) at) j’ ` —e(t) g(t) j` 
a(t) 和 g(t) 定义 同等 式 (4.4.2), b(t) := (3 + sint + sin V2)“, c(t) := (za). 则 
BATA ha (t) := if cz(s)ds = q arctan( Jz tan §). 


+ te ) 为 方程 (4.4.3) 的 解 . 应 用 116 乘法 法 则 , 对 任意 的 t € 民 , 我 们 
ia 





d(23(t) + 2246) = dle: (€) + 2a(t)) ( on ) 


=(21(t),2(¢)) [AT (H) + AQ] ( mt) Ja + (ei(t), za(t)) [GT (t) + GO] ( ml) ma 
x(t) a 
+ (z1(t), x2(t))G7 HGE) ( re ) < 
=(2a(t) + 2g?(t) + 2cz(D))(za(t) + 22(D)dt + 29(t) (23(t) + 22(t))aW (t). (4.4.4) 


对 于 任意 的 ye R?, (4.4.4), 当 t > 0 时 , 我 们 可 以 得 到 
E||X(#)|? < E||X(0)|?E lle“ g(s)aW (s)+ fy a(3)+97(s)+e%(t)—g9"(s)ds |2 
< E||X(0)||? s e?™ (t)+3h2(t)+2ha(t). 
当 t <0 时 ， 
EIXO < EXO)? em ma 
这 里 X(t) 是 方程 (4.4.3) 的 解 ， h(t) := 局 a(s)ds, helt) := fi) g2(s)ds. RAF 
例 4.4 RATT AFF SI limp). Ell (t)? = 0. 
综 上 所 述 , EF, H € C(R,R?) 是 概 周期 函数 且 方 程 
dX(t) = A(t)X(t)dt + F(t)dt + G(t)X (t)dW (t) + H(t)dW(t) 
存在 一 个 C2- 有 界 解 , 根据 引 理 4.3.2 和 定理 4.3.2, 则 方程 存在 至 少 一 个 依 分 布 
概 周 期 解 . 
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第 五 章 it 


本 学 位 论文 主要 致力 于 随机 微分 方程 概 自 守 解 的 研究 . 首先 , 我 们 引入 
了 概 自 守 随机 过 程 和 Poisson 概 自 守 的 概念 . 其 次 , 我 们 研究 了 无 限 维 Lévy WR 
音 驱 动 的 半 线 性 随机 微分 方程 , 证 明了 其 依 分 布 概 自 守 解 的 存在 性 和 唯一 
性 . 此 外 , 我 们 还 研究 了 这 些 依 分 布 概 自 守 解 的 全 局 渐 近 稳定 性 . 再 次 , 我 
们 研究 了 Levy 噪音 驱动 的 具有 指数 二 分 性 的 半 线 性 随机 微分 方程 , 证 明了 
其 存在 唯一 有 界 的 依 分 布 概 自 守 解 . 最 后 , 我 们 研究 了 Gauss 噪音 驱动 的 缺 
少 Favard 分 离 条 件 的 线性 随机 微分 方程 , 证 明了 其 依 分 布 概 周期 解 和 依 分 布 
概 自 守 解 的 存在 性 . 随 着 今后 对 于 随机 偏 微分 方程 理论 的 学 习 , 我 们 还 可 以 
对 Levy 噪音 驱动 的 随机 偏 微分 方程 进行 进一步 研究 . 
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